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I. Известна следующая теорема, доказанная в 1936 г. независимо 
друг от друга Д. Е. Меньшовым и И. Марцинкевичем.

Теорема А (см. (1>2)). Для любой ортонормированной систе­
мы (ОНС) х£(0, 1), существуют номера пг<^п2<^ ... та­
кие, что подсистема {<?дД-*)}л=г1 является системой сходимости. 
(ОНС {фл(-*)}^в1 называется системой сходимости, если из условия 

ГС ОТ
У следует сходимость почти всюду ряда V алФ„(х)).
п « 1 л ■=!

По этому поводу в работе (3) Г. Беннетом был поставлен сле­
дующий вопрос: существует ли последовательность чисел {/>}*=1 та­
кая, что из любой ОНС {фл(л))д1 можно извлечь подсистему сходи­
мости для которой Нт Лй/гл = 0?л -*ос

В работе (4) Б. С. Кашиным дан положительный ответ на этот 
вопрос. В ней сформулирована следующая

Теорема Б. Из произвольной ОНС {?л(*)}^а1 можно извлечь 
подсистему сходимости с 6=1» 2,..., где

/?1=3, /?*-н = (/?*)! (Л—2,3»...).

В той же работе (4) Б. С. Кашин поставил следующий вопрос: 
можно ли в формулировке теоремы Б последовательность R к, к— 
= 1, 2, ... заменить на 6=1, 2, ... для любого е>0?

В настоящей работе усилен результат теоремы Б. Точнее, спра­
ведлива

Теорема. Пусть {чп(х}}^—произвольная ОНС и Х>1 неко­
торое число. Тогда существует подсистема сходимости {?лА(^)}^1 
с условием

Пь<У*> £=£(г &о~Н» £о+2* • • • (^о>П-

Доказательство этой теоремы основано на следующих леммах.
Лемма 1. Пусть х€(0, 1), конечная ОНС и

семейство измеримых множеств из (0, 1). Тогда существует целое 
число Х^Ог^Сп такое, что



т
я т1п|Ц£'/ ) ’ р=1, 2,

(|1—мера Лебега на (О, 1)).
Лемма 2. Пусть £с(О, 1) есть некоторое измеримое мно­

жество положительной меры и /(*)—измеримая функция на 
(О, 1) такая, что

|/(х)| ^А1 при х(;(0, 1),/(х)=0 при х$Е.
Тогда существует такая последовательность функций {/лС*)}^, 
*€(01 1)1 что

]/„(*)!= 10Д7 при х£Е, д = 1,2,
/п(х) = 0 при х^Е, «.= 1,2,...,

н(£)
2/2

<!*{ /л(х)=10Л1}^
/2 • И(£)

2
л=1,2.......

/,.(*) = ֊10А1}

« {/л(*)};= ) слабо сходится к /(х) в А2(О, 1).
Лемма 3, Пусть £С (О, 1) есть измеримое множество поло­

жительной меры, а /(х) — всюду конечная функция из Д2(0, 1) та­
кая, что

/(х)=0 при х^Е.
Тогда существуют слабо сходящаяся к /(*) в А2(0, 1) последова­
тельность функций /(п)(х), л=1, 2, ..и такие семейства измери­
мых множеств {£(я) }-в1, « = 1,2, что для любого «=1,2, ..., 
функция /(п>(х) постоянна на каждом множестве Е\п\ / = 1,2, 
и выполняются следующие соотношения)

рл)(л)=О при х^Е, « = 1,2, ...,
И/(л)1к։(О.1)<2О||/|и«(о.1)1 «=1,2, ..

£■<">:= 0 при

й+3 1 \л+2
/2.• ■

Лемма 4. Пусть {Ец.,,1^ 1п£П} («^1) семейство изме­
римых множеств из (0, 1), удовлетворяющее условиям

и ^,.../л=(0, 1), 
ц.....

. 1п Еу։ о. ]п— 0 при {1^, . .^л) * (/р . • .» 7л)1
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для любых /։, ... Тогда обозначая Л= ) (ц,../„); ц()>

Н(и £■/,.../„)>։-с • а* (0«1), |Л|<2։0",

где 0<^а<1 и с^>0 абсолютные постоянные, а |Л| есть количество 
элементов множества А.

II. Известно, что из любой ортонормированной системы можно 
извлечь подсистему безусловной сходимости (см. (5)). Тем не менее, 
для наперед заданных номеров 1<Л'(1 )<Л^(2Х/У(ЗХ ... можно пос­
троить такую ортонормированную систему {?п(х)}*в1, что для любых 
номеров 1 • • -1 яЛ^Л/(&), Л=1,2, ... существует перес­
тановка членов системы такая, что переставленная систе­
ма является системой расходимости. Для этого определим зависящие 
от последовательности {Лг(^)}^=1 номера следующим образом:

/?(1)=М(1), /г=1,2....... (1)
Определим также числа /*, 6 = 1,2,...

4=/?(1), /Л+1=/?(2б+ ... +2'*+1), 6=1,2,...; 
построим систему {<ря(х)}„^г Если п«^/1(=/?(1)), полагаем 

^«(•Я) ~ С„(*), Л=1, 2, ..., /1։

(2)

(3)
где {Гл(^)}л=1~“система Радемахера. Если же то однозначно
определяются числа 6^=1 и 0^«<2/Л+1 — 1 такие, что

/?(2'*+ ,.. +2'*+О<?^/?(2'։ + ... +2£* -Н+1).
Тогда определим функцию ?л(*) следующим образом;

1
<?п(х) • ' гл(Л)

(+1

(4)

(5)

где Д<*)=(/—1/2*, £/2*) есть двоичный интервал Хаара, а 7,цп(х)—ее 

характеристическая функция.
Итак, система {'рл(х)}*в1 построена, и очевидно, что она являет* 

ся ортонормированной. Если последовательность номеров с
условием 6=1,2,..., то, учитывая определение чисел Д(Ь)
(см. (1)), легко усмотреть, что для любого 6=1, 2, ... существует хотя 
бы одно число ть^ъ}^ такое, что /?(6Х/я*</?(6-|-1 )• Чтобы дока­
зать, что не является системой безусловной сходимости,

гС Ах ՛ I

достаточно доказать аналогичное для системы {?тЛ(*)}“=1 (С_{‘рлА(^)}^=1). 
Из условия /?(6)</лА</?(6-|-1), имея в ВИДУ определение системы 
{?л(х)}^==1 (см. (8~5)) легко убедиться, что {?тЛ(х)}*в1 станет подсис­
темой некоторой системы типа Хаара ХоО)»х5л)» *“4, 2, . 2", л=1,2,... 
(опр. системы типа Хаара см. (в), с. 122), причем она составлена из 
функций Д0), х}/л). /=Е2,..., 24 Ь1,2....... Отсюда следует, что
система Л<*>, ;= 1, 2, . .., 2*, 6 = 0, 1, 2, .... определенная равенствами 
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j-2nk~k
(6)

/=1, 2......... 2*, /2 = 0, 1,2,...

тоже является системой типа Хаара, но другого вида (в ней не 
участвует только первая функция Л^=1). Поэтому существует ряд 
по этой системе, с коэффициентами из /2, который расходится почти 
всюду после некоторой перестановки членов (см. (6), с. 112). В силу 
(6) этот ряд можно рассматривать как ряд по системе {{х?л)}/-1}*= 1 и> 
следовательно, по системе {?тЛ(-^)}Л\ Очевидно, что этот ряд будет 
рядом с коэффициентами из I2 и расходится почти всюду после не­
которой перестановки.

Автор благодарен профессору А. А. Талаляну за постоянное 
внимание к работе.
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^էպճանսս* օրթռնորմավորված հա մա կարգն րից լակունար խտության
համարներով ենթահամակարգերի ընտրության մասին

Աշխատանքի առաջին Ա ասա մ ձևակերպվում է հետև լալ առաջադրում

ո — 1 օրթոնորմավորվա А համակարգից
կարե|ի J. ընտըէգ LM յնպիսի ի յ ղոսզամիսւության ենթահամակարգ,

,րկրորդ մասում' նախ
որի համար Ոհ<Հ,-/ւ, k = 1, 2, . . .. որտեգ >Հ> 1 նախապես տրված թիվ ե: 

ա պև и տ
մար կաոուրվու մ է ալն պէս ի (фл(х)}^ 1 համակարգ. որ եթե nk^Nk> k = 
— 1, 2, . , . №չ՝որ ենքՅահամարներ են, ապա (ոչ պա լմ տնական 
ղո t. գա մ ի տ ա լ ft լան համակարգ չէ ։
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