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Известно (*), что для конечноэлементных решений О одномер­
ных эллиптических задач 2щ֊го порядка имеет место следующая
оценка скорости сходимости: 
|խ-тп>г>2/п—(^+1), (1)

где и— точное решение, £—порядок конечных элементов. /=[0, 1], и 
эти оценки неулучшаемые. Однако в работе (2) установлена супер­
сходимость производных приближенного решения порядка г=Э, ...» 
щ— 1 в точках, являющихся концами конечных элементов /։ = [Х/_1, 
X/], со скоростью О(А?(А+1-т)), а в (3) на /, найдены 2^4֊ 1 точек, 
в которых конечноэлементное решение сходится с порядком £-|-2, " 
# —2/п4֊2 других точек, в которых с порядком &4-1 сходится произ­
водная приближенного решения.

В настоящей работе показано, что на конечном элементе Л су­
ществуют к — 2т-\-г-[-\ внутренних точек, где производная порядка 
г = 0, ..., т приближенного решения сходится с порядком т.
е. на один порядок выше, чем глобальный порядок сходимости (1). 
Указанные точки есть нули полинома Якоби на Л. При г—

и к=т— 1 эти точки совпадают с точками Гаусса и Лобатто со­
ответственно. Более того, порядок сходимости А-|-2—г сохраняется и 
для производных более высокого порядка г«/п, ...,Л в г точ­
ках на каждом //. Эти точки — нули полинома Рг̂ ^т на Тем 
самым, для производных порядка т—г и т+г, при г=0, ..., т, точ 
ки суперсходимости совпадают.

1. Обозначения и определения. Пусть 1= [0, 1]. Обозначим че­
рез (/), пространства Соболева. При р^2 будем писать
Нт(/) вместо а при т=0֊£р(/) вместо 1^(7). Норму в

обозначим через || • ||гс"л, а полунорму — через | • |\г£». Пусть 

Н”(1) = гп(/)/= <и(,)(1) = 0, /—О, /п—1}»

где а /-0, т — \ означает, что I принимает целочислен­
ных*

ные значения от 0 до т—1. Разобьем отрезок 7 на конечные эле­
менты Л —[Х/_1, X/], а множество их концов обозначим через о={0 =
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=х0, Лд=1}. Пусть Л,=Х/֊Х(_|>0 и /тяглах А/. Для А>2/п—1

определим пространство

Л!^(г)^{^Н-(/)/'и€РЛ(Л), ^р},

где РА(/,)—сужение на Д- пространства многочленов степени не вы­
ше А. Скалярное произведение в А2(/) обозначим через (՛,•), а в 
А2(/,) — через ( • , • )/. Норму и полунорму в РРДЛ) обозначим через 
II ՛ IIи I ’ к’т(0- Введем также следующие нормы: 

р р

1^р<оо

Пусть полином Якоби, т. е.

(— 1
-/)-*[/'’+<’( 1-Л'։4о](л), /£/, л>0, а>—1. 

п\

Обозначим через лг=А-|֊ 1 — |г — т\— т, г—0. к. Пусть /=1, пг — ну­
ли полинома /Э|/л-г|(/). Известно (4), что Дг)€(0, 1). На конечном эле­

менте /,, 4=1, М определим точки Якоби следующим образом*:

хИ = х4_] + А/^Р, / = ГГлг. (2)

Так как в силу (4) дР^(()/д(=сР<1п^\(1)1 то при г&п имеет место 
^7<х'Г1)<х(/у+1 •

2. Проекции на конечномерные пространства и их свойства. 
Для ^^Нт(!) определим проекцию Р^^РьП) так, что (£— Р£)£П™(1) 
и для любого ^СРЛ(/)Г

((£—РёУт\ ^(да,)=0. (3)
Лемма 1, Для любого ё£Рц \ имеет место соотношение

где / =1, пг—н\՝ли полинома Р^~ГЧ1). г = ) * 11 г
Доказательство. Так как то (#*-

— Р&УГ)(*)~ где г = 0, /л, а г(/) —многочлен степени
не выше пг. Интегрируя (3) по частям т—г раз, г=0, т, получим

((ё-РвУ'К ^-'))=0,
т. е. 2(£)£Рпг(1) ортогонален с весом *)'п~г любому многочле­
ну ъ<2гп~г)£РПг~1(/). Но тогда, в силу (4), г(/) пропорционален поли­
ному Якоби т. е. при г = 0, т (% — Р8)<гУ>(1)=с1т~г(\ —

* При г=0 точки Якоби существуют лишь при £>2/и.
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и при г = т,к (£—Рё)^ что и дока­
зывает лемму.

Определение 1. Назовем Р/1£^^о,т(^) 
ции если для любого

Н™-проекцией рунк-ЗЕ

((я-^л^)(т), г>(т))=0.
Лемма 2. Пусть М/*Л'(/) ^Н"'{1),

(4)
тогда имеют место

оценки:

\\ё֊Р^\\^ ^сн^мИМ*1, Ос сс т^1^2т — (Ь-\֊ 1).. (5)

Доказательство. Так как (Рл£)('л)СЛ4*~"։’°(о) есть /^-проек­
ция функции й’(т)СА2(/), то из (5) (лемма 4.2) получим

\\ё{,П}~(Рнё)(т}\\ £^СЬЛ+1-"'||£||ц:-* + 1.
ОО

Отсюда, используя прием Нитше и рассуждая аналогично (5) (лемма 
4.3), получим (5) для остальных I = 2т— (&-|֊ 1), т — 1.

Лемма 3. Для любых /=1,Д/—1 и /--֊О, т— 1 имеет место 
равенство

(ё-Р^Уп(Х1)=0.

Доказательство. Представляя решение задачи

и<2"Дх) =/(х), х£1, и^(0) = и{1\] ) = 0, 1 = 0, т — 1
при помощи у н к ци и Г рина (в) и выполняя интегрирование по час­
тям, находим, что

и^)б(х, Г)сП=( — \)т дП1 
дтп

О(х, ЦсН.

Полагая здесь и = £ — Р^£ и дифференцируя полученное соотношение

/ = 0, т— 1 раз по х, с учетом (4) и того, что д1+т 
дх1с11т

в(х,

получим
1

(«■-^лв')(')(х<)=(—О'” \ (ё-РьёУ'пЧ1)-^-—6(Х1, С)с1( = 0.
Л дх1д1т
о

Лемма 4. Пусть г=тах{0, 2т — к}, к и /=|,яг, 1—\,П 
точки Якоби (2). Тогда для любой функции £^ ^«+2(Л) имеет 
место оценка

К^-Р^)(г)(^)1<сА?+2-^к»+։(0- (6)* ои
Доказательство. Неравенство (6) докажем с использовани­

ем леммы Брэмбла —Гильберта (7). Производя в (6) замену перемен­
ного ^1, будем иметь

|(?-Л,£)(')(Л',)|<с|£к*+5, (')
•/ ОО

где г»(/)='и(х/_1-|֊Л^). Предположим, что Рьё = Р£- Вводя в рассмот-
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рение функционал /г(^)==(^—Р^)(г)(/(уг)), заключаем, что он ограничен 
в ^+2(/)՛ т- е- 1^(£)1«1£ц1И4-2 и в силу леммы 1 обращается в 

ос
нуль на многочленах из РЛ+1(/). Тем самым, к нему применима 

ХЧ. XX _

лемма Брэмбла—Гильберта, т. е. |Л(£)|^с|#|а-л+2 11 неравенство (7) 
ОО

XX XX

доказано. Докажем справедливость предположения Рь£=Р%. Из (4) 
следует, что для любого Д’€Р*(/()Г}Н™(//)< продолженного нулем на

№֊№т>, г><т’)/=0. (8)
*

причем в силу леммы 3 Заменив переменную х=
“Х^+А^ в (8), получим ((£—Ая)(ш), ^(от)) = 0, (Е~^л^)€77?(/), т. е. 

XX ХЧ

= Лемма доказана.
3. Постановка задачи и оценка суперсходимости. Рассмотрим

задачу

Аа = 2(-1У(а/(х)/г(0(х))(0=/(х), х£/, п^(0)=^(1)=0, /=0, ш-1.
2 = 0

(9)
т

Пусть V (й1(х)и(1\х), -ц(/՝(х)) такая, что для любого
1=0

. Приближенным решением задачи (9) назовем такую
1

1 ункцию которая при любой Т’£Л4*-ш(о) удовлетворяет^^•т(8),
тождеству

В(П, т)) = (/, ^). (10)

Лемма 5. Пусть А^>2ш, г = 0, А, и и И—решения задач (9) и 
(10) соответственно. Если то для достаточно малых
А имеет место оценка

||(^-Рл«)^||/ос^сЬл+2-^||п|Ь”Л+1. (И)

Доказательство. Пусть г=0. Обозначим через <р решение 
задачи (9) с правой частью ^1^(1). Будем предполагать, что имеет 
место оценка

М^<Ф1к1- (12)

Пусть -г\—и-Рки. \ = и-֊Рпи, <р=Рл<р. Легко проверить, что

(7], Ф) = (т), Л?)=^(г0 ?-4>) 4-В(ч, <р). (13)
Слагаемые в правой части (13) оценим по отдельности. Докажем 
сначала, что

|£(т}, ?—?)|<сЬ||7г||£(х||(р||«’2/п. (14)
т— 1

Так как атт/<'”> = (ага71)<'")_ у С'та<”~'Ь)('>. добудем иметь 
1 = 0 

т— 1 _
?֊Ч’)“((ад)('я). (Ч>-?)('"’)-2 (?֊=р)(т)) +

М 

ГП —1 ~ Л
+ V (ад(/), (?— <р)(/)). (15)

2=0
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Пусть т^Л1*т(8) удовлетворяет условиям = (аш7))(/)(Х/), / =
= 1,/У—1, 7=0, т— 1. Тогда, интегрируя по частям на каждом отрез­
ке Л, получим

((<ад)(ш), (?—<р)(т)) = ((ат7))('п)—’®(да)» (? — ?)(<п)) = У (—(? — 
/-1

— ?)(2/я,)/<стах ||ат^—х|||£ (/) у ||(?—)<2'п)||д։«). (16)

Рассуждая аналогично (3), будем иметь
*4-1

Ы ||ат’1—»||£а(0^сЬ*+,||(ат7))<* 1’||г.ос(/)<сЬ‘ 1 £ (оЬ(*+։"'/,1К(о-
;=1

Имея в виду обратные неравенства (7) |]т/<Л'ь1_у,||£о0)<сЬ“(Л+1--/)||7}||£(х(/ь 
получим

1п!||атк։-'о||£о֊(()<сЬ*+1 V (■)11''։11д„(-)ЛГ(',+1->)<с11֊Ь1кЛ(0- Н7)
V /=1

Таким образом, из (15)—(17) будем иметь
лг

|5(г1. ?-'-Р)|^^тах||ат7)—Т)||£ с02 ||((Р֊<р)<-'">||£1(0+||7)||£ (||4>-?|||1Г2га֊1<

<сЬЬ1к„11?И«^т.
Докажем теперь, что 

|5(', т)|<сЬ*+>к*+։|;|?||№™. (18)
Ос •

Пусть ХНИ£Ш(Й). Как и в (15), интегрируя по частям на /», получим
~ Л' ( ~ гп— 1 __

В(г., ?)=2 (-1)тС. («т?-х)(2я”)/-2 (-1)мс^(:, )(»■)),.+
i- .ll /=0

+ 2'(֊1)'С. (19)
/=о I

Аналогично (17) при Ь^2т получим 1п1||(дш<р--х)(2ш,||д|</)’СсЬ/Ию2'»- 
х ՛ 1

Отсюда и из (19) будем иметь

?)<с(Л||1£, +Мк֊1)|||т||к2/и. (20)
сс *

Так как то из (20), используя лемму 2, получим (18).
Итак, из (13), (14), (18) следует, что

1(>?, Ф)|<г{лМ£^Мш-ИА+^^* ОС 1

Имея в виду, что Мд =зир |(т(, Ф)|, из (12) при достаточно малых Л 
Ж/. ։=։

получим (11) при г=0. Утверждение леммы при г=1,/г следует из 
обратных неравенств (7).

Теорема. Пусть 1^2т, ^—решение зада­
чи (9), а П—решение задачи (10). Пусть х^)—точки Якоби (2). 
Тогда имеет место оценка
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|(и— 6')<,’(x/>)|^ch*+2-,(ll«l|r*+2(.)-rll“[|r*+։). • / ЭС Ос
Доказательство следует из лемм 4 и 5.
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Z. Ջ. ԱՆԴՐԵԱՍ9ԱՆ

Վերջավոր էլեմենտների մեթորլի գերզուգամիտութ ւունլյ թարձր կարգի 
միաչափ խնդիրների համար

՝ոԴւ1 լց է տրվում, որ տմ են մի /;— | վերջավոր է լե -աձուս ցու
մ են տում դո [ութ լուն ունեն k—2/7/-|՜Հ՜-ի1 ներքին կետեր, որտեղ '2ւ)1~րդ
կարդի խնդրի աստիճանի
= 0, . . 4 ա) կարդի ած անց լալը

վերգավոր էլեմենտ ալին լուծմ ան l
ղուդամ իտում I т ) արադուիժլամр,

ալս ինքն մի կարդով ավելի, քան ղուդամ իտուիժ լան դլոբալ կարդը։
Տաղի դրանիղ ղուդամ իտու իժ լուն ր պա

ավելի բարձր կարդի ածա ն91 ալների համար (Г=ւո, .... k) k-\-

4-1 — г կետերում: Ալդ կետերը FJ m ր=0, k Յակոբիի բազմանդամ ի

զրոներն են 9 որոշված ամեն մի 1րի վրա ։
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