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В данной работе рассматривается задача описания всевозмож­
ных разбиений подмножеств вершин «-мерного единичного куба, воз­
никающая прп решении дискоетной изопериметрической задачи (1).

На языке (0, 1) —матриц задача заключается в следующем. Рас­
сматривается класс (/$ всех (0, 1)-матриц фиксированной размерности 
тХ», все строки которых различны и которые содержат на Лом 
столбце 5/ единиц, ։=1, ..п, где 5=(у1,..., 5„)—заранее фиксиро­
ванный целочисленный вектор. Требуется исследовать вопросы су­
ществования и построения матриц из класса (Уз-

Классы (0, 1)-матриц с фиксированным числом единиц на стро­
ках и столбцах рчнее были исследованы Дж. Райзером, ДА. Кореном 
и др. В (2) получены простые необходимые и достаточные условия 
существования таких матриц, в (3) даны условия единственности этих 
матриц с точностью до перестановки строк и столбцов. (1>4) содержат 
некоторые необходимые условия на вектор 5 с непустым классом 
Уз՛ С другой стороны, возможно полное решение указанной задачи 
переборными алгоритмами, однако нас интересуют алгоритмы с прос­
той реализацией (оценками), в связи с чем мы рассматриваем классы 
градиентных алгоритмов, которые строят матрицу М^1У$ по последо­
вательным столбцам. Построение Л-го столбца основывается на мно­
жестве интервалов, составленных из строк и построенных на преды­
дущем шаге, внутри которых строки совпадают, а между которы­
ми — различные.

Перейдем к описанию градиентных алгоритмов А и Аа. При 
этом без ограничения общности мы будем считать, что
=։1.,.., п, на основании того, что наши рассмотрения инвариантны 
относительно инвертирования столбцов рассматриваемых (0, 1)-мат« 
риц.

1. Рассматривается задача построения (0, 1)-матрицы М из т 
строк на основе вектора 5 при условии, что каждый достраиваемый 
новый столбец порождает максимальное число пар новых различных 
строк. Приведем рекуррентное определение алгоритма Построим 
первый столбец матрицы М, разместив на его первых строках 
единицы и на остальных т—х1—нули. Пусть построены первые /г—1 
столбцов матрицы М, в результате чего строки матрицы разбиваются 
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на интервалы, внутри которых строки совпадают, а между которы­
ми — различные. Построим Л-ый столбец с տ* единицами.

Пусть гк=$к— (т —տ*), /—число интервалов нечетной длины и 
г—число интервалов четной длины к— 1-го шага. Построение А-го 
столбца выполним в два этапа — разместив при этом соответственно 
г* „избыточные* единицы и остальные единицы по интервалам к— 
-1-го шага.

I этап. Если гк^1, то из интервалов нечетной длины произволь­
ным образом выбираем г* интервалов и гк единиц распределяем по 
одной на эти интервалы. При гк^>1 из гк единиц распределяем сна­
чала по одной на каждый интервал нечетной длины. Оставшиеся 
единицы распределяем парами, начиная с интервалов четной длины 
и повторяя этот процесс циклически до полного исчерпания г* еди­
ниц. Заметим, что после размещения первых / единиц остается чет­
ное число гк—1 единиц и интервалы четной длины, так что процесс 
протекает корректно. II этап. К началу второго этапа при րւ,<Լ1 ос­
тается четное число 1—гк интервалов нечетной длины, половине ко­
торых дается по одной единице, другой половине — по нулю. В ос­
тавшихся случаях имеются четные интервалы и равное число нулей 
и единиц, которыми эти интервалы разбиваются на две равные части.

Теорема!. В результате построения к-го шага алгоритм 
А։ строит все разбиения интервалов к-Х-го шага, в соответствии 
с максимизацией числа пар различных строк.

2. Рассматривается задача построения (0, 1)-матрицы М на ос­
нове вектора 5 при условии, что каждый достраиваемый новый стол­
бец порождает максимальное число новых строк, отличающихся от 
всех остальных. Перед тем как привести рекуррентное определение 
алгоритма Д։, рассмотрим одно вспомогательное утверждение. Пусть 
имеем р интервалов, զ из этих интервалов имеет длину два, Л—чис­
ло интервалов длины больше двух и /—чисто единичных интерва­
лов. Рассмотрим размещение- заданных .« единиц в этих интервалах. 
Для произвольного размещения обозначим через <7՜ число тех интер­
валов длины два, в которые мы размещаем точно одну единицу.

Лемма 1. При размещении տ единиц в данные интервалы., 
если զ^ա—տ и զ՚-Հրո—տ или զՀու—տ и զ՚Հյյ, то существует та­
кое другое размещение տ единиц, которое порождает большее чис­
ло различных строк.

Приведем также некоторые предварительные рассмотрения для 
случая բՀյո—տ.

Распределим по одному нулю и единице на каждый интервал 
длины больше единицы и обозначим через пвк длины тех
интервалов, которые получаются из интервалов длины больше двух 
после удаления двух присвоенных позиций. Обозначим через м чис­
ло оставшихся нулей и)=т—տ-հ. Рассмотрим уравнение

...+®АхА+хА+1+...+хА+< = да х,-С{0, 1}. (1)
Лемма 2. Если множество всех решений уравнения (1) не 

пусто, то оно находится в однозначном соответствии с мно­
жеством размещений տ единиц на р интервалы с максимизацией, 
числа различных строк.
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Остается заметить, что (1) представляет хорошо известную за­
дачу о рюкзаке (5), которая является 2УР-полной задачей.

Рассмотрим уравнения
да,л, -г ,,. 4-да/ -1Л/-14-да/+1Л/ н +- . . . -{-И'/1х/1-рх/1^1 +... -|-Лл+/-|-в.г+։и

—да 4-1, /=1. .... й (I/)

Лем ма 3. Если (1) не имеет решений, то существует такое 
I, для которого (1Л имеет решение.

Это означает, что можно построить размещение а единиц, в ко­
тором с каждого из интервалов да,, ..., та,-1, да/+1, .... да* выделяет­
ся одна новая строка и при этом остальные единицы размещаются 
на интервалах единичной длины и на да/ произвольным образом.

Перейдем теперь к описанию работы алгоритма А.
Построим первый столбец матрицы М, разместив на его7 первых 

а, строках единицы п на остальных т— а,—нули. Пусть построены 
первые А —1 столбцов матрицы М, в результате чего строки матри­
цы разбиваются па р интервалов. Построим А-ый столбец с ай едини­
цами.

Рассмотрим несколько случаев.
а) т— а*<?. Выбираем согласно лемме 1 т—а* интервалов дли­

ны два и распределяем на них по одному нулю и единице, все ос­
тавшиеся интервалы получают единицы.

б) д<^т—5*<^-|-й. На все интервалы длины два сначала распре­
деляем по одному нулю и единице (согласно лемме 1), из й интер­
валов длины больше двух выбираем й—(т—а*—д) интервалов, кото­
рые получают по одному нулю, остальные интервалы получают еди­
ницы.

п) д-\-к<^т—Зц^р. На все интервалы длины больше единицы 
распределяем по одному нулю, оставшиеся нули распределяем на ин­
тервалы единичной длины произвольным образом.

г) т—в£>р. Составляем уравнение (1) по исходным данным 
А—1-го шага алгоритма. Согласно лемме 2, когда (1) имеет реше­
ние, построение проведем на основании этого решения. В противном 
случае по лемме 3 выбираем интервалы, которые порождают новые 
различные строки, а также интервал да,, в котором размещение про­
извольное.

Теорема 2. В результате построения к-го шага алгоритм 
Л, строит все разбиения интервалов к-\-го шага, в соответствии 
с максимизацией кисла различных строк.

Рассмотрение следующего примера показывает, что алгоритмы 
Л, и Л։ не оптимальны. га = 8։ /п=13, $/==11, ։=1, ..., 8.

Работа построенных алгоритмов исследована также на специаль­
ных классах задач (векторов 5) для уточнения полных возможностей 
этих алгоритмов.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного универст^рЦа
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Z. Ա. ՍՍԶԱԿՑԱնՏարթեր տողերով (0,1)-մատրիցների սինթեզի գրսւդիենտ ալգորիթմներ
Ստ-ով նշանակենք ֆիքսված էՈ~>\Ո չափերով բոլոր (0, 1) մատրիցնե֊ 

րի դասը, որոնց տողերը տարբեր են և որոնք l-րդ պունում պարունակում 
են Տ( քանակութլամբ մեկեր, (=1 , . . ,, էն, որտեղ Տ=(ճլ> . . Տո) նախապես 
ֆիքսված ամբողջարժեք վեկտոր է։ Լ'Տ դուսից մատրիցի գոԼութլան և կա­
ռուցման հարցերի ուստմնասիրութլան համար (ըստ Տ վեկտորի) դիտարկ­
վում են ճյ և Д2 գրադիենտ ալգորիթմները) Բերվում է /Ц և Ag ալգորիթմ­
ների ոչ օպտիմալութլունը ցու[ց տվող օրինակ։
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