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Задача пластического течения материала между шероховатыми 
жесткими плитами в условиях плоской деформации впервые исследо­
вана Прандтлем (։)• Далее теория течения идеально-пластического 
материала по жестким поверхностям развита и обобщена в работах 
(2՜13) и др.

В статьях (8в) впервые поставлена и исследована задача о тече­
нии пластического материала между коническими поверхностями. В 
этих исследованиях принимается, что конические поверхности шерохо­
ватые по кольцевому направлению и движутся с постоянными попе­
речными скоростями по этому же направлению.

В настоящей статье в сферических координатах рассматривается 
задача о течении несжимаемого идеально жесткопластического ма­
териала между двумерно-шероховатыми коническими поверхностями 
при их сближении с поперечными скоростями, изменяющимися по 
экспоненциальному закону по кольцевой координате (14). Принимается

-р=ч1ге-111?1 при 6 = я, г/= — У։ге-и1г1 при 9 = {3,

где ՝//, р заданные положительные постоянные. В силу симметрии те­
чения относительно плоскости <р=0 будем рассматривать область 

(рис. 1).

Рис. 1

Принимаем, что касательные напряжения, возникающие в кони­
ческих поверхностях, заданы:

тге = /п1, при 9=я;
(1)

т,е = — т3, 'свт =—при 9 = р, 
очевидно 
184



Компоненты напряжения, отнесенные к пластической постоянной 
к. и скорости перемещения, как а (,1), представим в виде

’г-5»+^-/', rt);

ь
5» —Pi I1 hir—Д(®,—?) -6 | (/'—/ctg5— 

/ (/'+/ctg^ + ։j-'?)1 + 4(2/'-/ctge-։i'i0 (/'—2/ctg& — 2р.4);
u=r(//+/ctg6+p'i)e->l’>։ v= —3rfe~՝^,

vj = 3r’j sln4e—‘ f r — f sin 6, 
!*■

(3)

где / и б произвольные функции б, а рг, Л1, А, Е) произвольные 
постоянные интегрирования.

„ ОСлагаемое — гз1пб в соответствующем выражении т в работе 
I1

(И1 при вторичной редакции статьи автором опущено, так как оно 
не влияет на напряженное состояние. Однако оно необходимо для 
построения соответствующего возможного поля скоростей перемеще­
ний.

Приведенные выражения напряжений (2) и скорости перемеще­
ния (3) будут решениями системы уравнений теории пластичности, 
если функции / и б определить из системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

I slnO
I " Й ~ (/'֊b/ctg° + нФ)' + ֊^(/'+/Ctg0+^)+>Wsln6-O; 

еь

/ \ Г sin 6
------- I — I1--------  SlnO / I й (/'+/Ctg9 4-р4)4- — Sin6=o

О

пли, учитывая представления (2),

(М Sin 6)'---- - ■։ffsin։6+ Msln 0 = 0;
Р

(тот sin’ 0)'+ Зтгт sln’6-|-.Asin։ = O.
(4)

Исключая отсюда тГ9, а затем интегрируя полученное дифференциаль-
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ное соотношение с использованием граничных условий (1) и вводя 
обозначения

71sln’a-|-ftslna?+-sin?)
- —֊.-------------------2 cos®—COS?

sin2?cos® H----- p- (/??։ eina cos? + mt sin? cos®)ftSin’aCOS?-]-։?»

cos®—cos?

(5)

(6)

ДСОЗП —С получаем з=т----------ш, т= ---------------, (/)
281п0 51П20

где ^? = з, тгв = ш (8)

Далее, вводя новую функцию ^(О)

//=/г—/с1е0-нф (9)
и исключая из выражения й (2) производные Л' и ф', при помо­
щи соотношений

/г,=<»й; (Ю)

ф'= — ——----- 11 —— (П)
3 81П 0 81П20

. получаем

й-у,֊2-,. У (1+ )■
На боковых сечениях <р=±ч>0 отсутствуют внешние силы, поэто- 

му I в?(г, 0, ?o)rf0 -֊ 0.

Подставляя сюда из (2), получаем 44=0, В = А, 
9 ’ 3

Р1- ֊ Г (/7-2/ctg0֊2^)[l-l-(?-0)ctg0]^- — С(?-0М9.
р —a J S2 ?—а J

« а

Из первого уравнения (4) следует
, FШ —■ — wctg0—6—slnG. (12)

QO

Для определения функций /, F, ш, ф из системы дифферен­
циальных уравнений (9)—(12) имеем граничные условия

/(«) = ֊*А /(?) = v,/3.
“(“) = "'1- «(?) = -тг. (13)

После определения этих функций найдутся две компоненты напряже­
ния (8), а остальные компоненты напряжения и скорости перемеще­
ния примут следующий вид:

°' = 3Н--^(^-/с1£0-р.ф), =? = ®о-|--^-(F-2/ctgO-2|i'P); 
йй £2
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(14)

(15)

* *
5։=_А-Л(То-?Н6 рг-2/с1^-2^) -3 |'«/8.

р
~.г9 •= — •» -—;

□з1п0

и -г Ре-»՜', '»= —Зг/е՜'*’, то = 3г>5!п8е՜*? — — гз!п&.

Давление на контактной поверхности 0 = я на единицу длины вдоль г 
ъ

будет Р=-2гз1пя | (з»соз ^—ч7з1п?)|։^։й?. После вычисления полу- 

о
чаем Р-^2г51пя[ ;^51п ։р0+(1 —со5з0)(Д4-91)]. Условие сохранения ко­
личества масс дает

г 3 «• г з
I | |тцг,я,?)з1пя — т?(г,^)з1п;։]гт/г£/«>^ | иг* з!п 9^9 с1у + | | ®|, _ъгМс1г. 

0 0 » 0 ՛ 0 а
Подставляя здесь выражения скоростей перемещения из (15), опре­
деляем

з __ з
[)=> _1——/\slna-l-vgslnf։—3 I А'з1пОс/0 ----- Зе^— ।

СОБЯ —С05?\ / СОБЯ—СОБ^
а ՛ а

Случай гладких по направлению г конических поверхностей 
(/п։^-/п2 = 0) впервые рассмотрен в работах (80), а затем в (14). Хотя 
условия сближения конических поверхностей и (9) и (и) приняты 
различными, но выражения напряжения в них в рассматриваемом 
случае по существу совпадают.

Когда конические поверхности гладки по кольцевому направле­
нию, гов (5) —(6) следует положить9։ =17։=0. Это не внесет существен­
ного упрощения в решение задачи, так как все компоненты напряже­
ния и скорости перемещения отличны от тождественного нуля.

В случае двумерно-гладких конических поверхностей, т. е. когда 
<// = «?/-0, получаем из (5)--(7)

д„5=С=0, т(6)=0.
Тогда, полагая по всему объему тела Л^О, получаем ш = х = 0, 

£2=6/'. Дифференциальные уравнения (10) и (12) превращаются в 
тождества, а из (9) и (11) следует система линейных дифференциаль­
ных уравнений /'+/с1£0-1-|м]>=֊ О '/б1п։6Ч֊|ь/^0. Исключая 6, при­
ходим к дифференциальному уравнению второго порядка

Г"4/'с1к0--֊^/=О- (16)
Б1п։0

Полагая /(0) = у(х), где л-=с1ц0, получаем уравнение (1-|-л'։)у"-|-л'у'— 
—(1+11®)у = 0.
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Далее, принимая у(х)=г(5), где ; = агсзЬх, будем иметь с՜— 
_ц_|֊и®)2=0, общее решение которого будет г = г1зЬ/1+|ля;+ 

4-с։сН /1+ р։«. _____
Таким образом, если ввести обозначение Д(9)=/1-Н'-։агс81цс1в9), 

то общее решение (16) при граничных условиях (13) будет
мЬ[Д(д)-Л(^)1+>,зЬ[Д(8)-Д(я)1

Л ’ ЗзЬ[Д(3)-Д(а)]

Для рассматриваемого случая напряжения, скорости перемещения и 
давления будут

а, = ое-{-1, Оо = зв+2, °8 =—Р1+ 21п---- ,
81па

3 
9 1'

Л=2֊1--------- I (?—0)С1§8^9, тгв = т։ф = -!;Г9 = « = 0,
р—я Л

v = — 3rfe~M, "0)= — [ZJslnB—3(/sin0)'e~>l’> ],

£)= ՝,tsina+v»slnP (1-|-2е-^т.), P=2Jp1rsinasin?0. 
cosa—cos?

Здесь, как и в прежних окончательных выражениях, напряже­
ния и давления следует умножить на fe = as//3 , где as предел те­
кучести материала при растяжении.

На ЭВМ ЕС—1022 для значений параметров v1=3, v։ = 4,2, ц=2, 
/ft=0,15, /ft = 0,2, ft = 0,2, ft = 0,25, a =15°, ₽ = 45° получено чис­
ленное решение системы уравнений (9)—(12) для граничных условий

1. mt=0, ц=0.2,ц=0.25
Z.ivO.q^O
3, пц=0.15, m։=0.2

V0.2, Я-0.25
4. m1=0J5lm։=O.2,i|;=0

Рис. 4
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(13), на основании и»т>рого за рис. _՛, 3 приведены соответствующие 
графики напряжений (14). На рис. 4 показаны графики контактного 
(Ь — 7) удельного давления Р г для различных случаев шероховатос­
тей конических поверхностей.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

V. Ա. 9.ԱԳՈՅԱՆՊլաստիկական Bnufp կոնական անհարթ մակերևոււթների մ|ւ։և
Այ խատան բում ուսումնասիրվում է ան սեղմ ելք։ իդեալական կոշտ պլաս­

տիկ ական նյութի հոսբը, երր կոնական անհարթ մակերևույթները մոտենոււէ 
են իրար' տված արագությամբ։ Ընդունվում է, որ այդ արագությունները 
ւ-դսւկային կոորդինատի ուղղությամբ փոփոխվում են էբսպոնենցիալ օրեն֊ 
րով, իսկ մակերևույթները անհարթ են ինչպես կոնի ծնիչի, այնպես էլ օղա­
կային աղդութ յամբ։

հւնդիբր ընդհանուր դրված բով բերվում է սովորական ոչ գծային դիֆե­
րենցիալ հավասարումների համակարգի ինտեգրմանը համապատասխան եզ­
րային սլա յմ աններով։
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