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Проблема синтеза неприводимых над полем Галуа полиномов 
заданной степени в явном виде является наиболее важной и трудной 
проблемой современной алгебры. Фундаментальные результаты кон
структивной теории приводимости полиномов над конечными полями 
в основном принадлежат Р. Р. Варшамову (1-։) и др. Данная статья 
является продолжением этих работ.

Пусть GF(q)—поле Галуа порядка q=p\ р—простое число, 
х—натуральное. Обозначим и в дальнейшем будем понимать /(х) — 

п
*=■ У аих“ произвольный нормированный неприводимый над полем

GF(q) полипом степени п.
Опираясь на полученные в (4) результаты, докажем следующий 

факт, 
л

Теорема 1. Пусть Я(х)—gvxv—а—неприводимый над 
v—Q

полем GF(qdn) полином степени k, где gv£GF(qd) (п, tZ) = l, 
/(а)=0. Тогда полином f(g(x)) степени kn не будет разлагаться в 
поле GF(qd).

Доказательство. Согласно (4) полином f(x) неприводим 
над полем GF(qd), следовательно, над полем GF(qdn) имеем: /(х)= 

71—1 .
= П (X—ч" ) и после замены х через g(x) получим f(g(x))= 

и-О
Z1—1

=П (£(•*)—“■)■ Согласно (4) f(g(x)) неприводим над полем GF(qd). 
и--0

Теорема доказана.
psn-l

Теорема 2. Пусть 8, \^GF(q), ь=£0 и х p-i == ] (modf(x — 
—3։)) («)• Тогда полином

степени рп неприводим над полем в том и только в том
случае, если имеет место соотношение

&п—1 р,1Х—ри^
У, ^‘“х р-1 ^0(тоб/(х—8г)) (б)
«=0 
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и полином (1) разлагается на произведение р неприводимых мно
жителей степени п тогда и только тогда, когда условие (о) не 
имеет места.

Доказательство. Учитывая неприводимость полинома /(х) 
над полем имеем над полем ОР^п) соотношение

л—1
/(х)= П (Х-а«“). (2)

«=о

хР—3։Х—8Заменив в соотношении (2) х на -------±----- и умножив обе
Л՜

части (2) на хп, получим
х-/6ХР-М-В\ (хР_(й1 + а),«х_8) (3)

\ х / а=0

рЗп-1
Согласно работе (5) при выполнении условий (В1-1֊а) р-1 = 1 и

3 Зр ?։р'- Зрм-1
Зх4-а (8^)4-/ + Х81+а)։+Р+Р' 4 ■"+ (81+а)։+р4-.+р"-։ =

п$— 1 рЫ-4-1
= 2 8Р“(В1Ч-а) р-1 ^0

о=0

полином хр— (814-а)х—о неприводим над полем СР(дП), тогда из (4) 
следует неприводимость полинома (1) над полем СР(у). Из этого 
следует, что если выполнены условия (а) и (б), то полином (1) не
приводим над полем СР(у).

р™-1
Полином хр—(о1+а)х—В, для которого (8гЧ-я) р-1 =1, согласно 

(5) разлагается на р линейных множителей, т. е. имеем соотношение
р

Х₽— (о1+а)х—о = П (X—М 
о=1

тогда и только тогда, когда
п։—1 рп3—/)“+՝2 8₽“(8։-|-а) р-1 =о.
и=0

Легко убедиться, что

х₽֊(81+ар“х-8= П (х-₽’“). (4)
о=1

Учитывая соотношения (3) и (4), получим
Д п’(х֊^и).

\ X / с==1 п=0

Отсюда следует, что полином (1) разлагается на р сомножите
лей тогда и только тогда, когда выполнены условия (а) и (б), т. е. 
теорема доказана. Доказанный результат является существенным 
усилением работы (“).

Рассмотрим случай, когда 8=1 и 7 = 2’. Условие (а) автомати-
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чески выполняется, т. е. всегда верно равенство х֊՞-՜֊ Ьтоб/и'-о,)). 
Упростим условие (б). Ясно, что

и /(х+81) = 2 ав(х+8։)“ = 2 Ьихи. 
а-^0 и-^0

Отсюда согласно теореме Виетта

= 2 №»֊>г. 
и=0

Для этого случая из теоремы 2 получим
' /х2 о х 1 ГСледствие. Пусть 8,^ОД(2Г), тогда полином хп/[------------ -

\ х
неприводим над полем СР(2!‘) тогда и только тогда, когда

2 РЛТ-1 
а=0 (бх)

и разлагается на произведение двух двойственных неприводимых 
над полем 0Р(2*) полиномов степени п тогда и только тогда, 
когда условие (б։) не имеет места.

пч-1
Теорема 3. Пусть 8, 81€О/7(9) и 3։ р-1 =.-1. Тогда полином

/(хр-8։х-о) (5)
степени рп неприводим над полем ОР (д'), если

,։л-1 р^_ри+\
У, 8։ р-1 хР“&о(той/(х—8)), (6)
оХо

и разлагается на произведение р неприводимых множителей, сте
пени п тогда и только тогда, когда не имеет места, условие (6).

Доказательство. В формуле (2) заменим х на хр—8хх—8, 
л—1

получим /(хр—8хх—8)= П (хр—8хх—(З+а)1?"). Согласно работе (5) 
«~о

рдя —1
при выполнении условий 8։ р-1 =1 и

8 + а (84-аИ (8+«)^ , (8+ а)^՜՛ , ~
81 Т 3}+р "Г 3։+р+р։ -Г՜” ՛ 81։+р+р։+...+р,л-1 7՜

или, что то же самое,
р1—1 .14—1 р։п — риТ^

8/Т^Г = 1 и 2 (З+а)^ р-1 - =£0 
и—0

полином хр—8,х—(84-а) неприводим над полем ОГ(дп), а из теоремы 
1 следует неприводимость полинома /(хр—8гх—8) над полем
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Из этого следует, что если выполнено условие (6), то поли
ном (5) неприводим над полем ОД(9).

дИ-1
Полином хр— о։х—(84֊’). для которого 8, р-1 =1, согласно (։) 

разлагается на р линейных множителей, т. е. имеем: хр—о։х—(84՜ 

я)-= П (•*—₽։■) тогда и только тогда, когда 
®=1

п-0
р л—1

Отсюда следует /(х'’—8։х—8) = П П (*—₽’“)•
П=Х /1=0

Значит, полином (5) разлагается на р сомножителей тогда и 
только тогда, когда не выполнены условия (6), что и требовалось 
доказать.

Теорема 3 является существенным усилением результатов
Следствие. Если о^О/7(2-’), то полином ф(х2—\х—Ъ) сте

пени 2п неприводим над полем ОД(2’), если

2 
и=0

(7)

где к—коэффициент при неизвестном х"՜1 полинома /(х) и разла
гается на произведение двух неприводимых множителей степени 
п, если не выполнено условие (7).

Теорема 4. Пусть 8, и З^О. Тогда полином степе
ни рп

/(хР-ьР-^х-у) (8)

неприводим над полем ОЕ(д) тогда и только тогда, когда 

где -—коэффициент при неизвестном хп~х полинома /\х).
Доказательство. В формуле (2) заменим х на хр — 

л—1
получим /(х/’-6{-*х-8)= п (8+я)9"). Согласно работе (։)

и=0

для неприводимости полинома х₽—8₽-։х—(3-{-а) над полем ОЕ(цп) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Теперь из теоремы 1 следует неприводимость полинома (8) над 
полем йЕ(д). Отсюда получаем, что соотношение (9) является необ
ходимым и достаточным условием неприводимости полинома (8) над 
полем ОЕ(д). Теорема доказана.

Опираясь на полученные результаты и используя работу (4), 
можно будет доказать следующий факт.

Теорема 5. Пусть 3, 31։ 82> ь3^ОЕ(25) и 81։ 3։у=0. Тогда для 
того чтобы полином 
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был неприводим над полем 6Л(2 ), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие 

по .2’ շոօքՏ-շ՞+^Լ
V—О

и

где г. -коэффициент при неизвестном л'1՜1 полинома /(х).
Теорема 5 является существенным усилением результата (9) и 

более конструктивна.
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Մ. Կ. ԿՅՈԻՐԵՂՅԱՆ
Վերջավոր ցաջւոերի բազմանդամների վերածելիոլթ յան 

կոնստրուկտիվ տեսության մի քանի հարցեր
Դալուայի դաշտերի վրա ր աղման դամն երի վե ր ած ե լի ութ յան արտաևարդ 

ինքնուրույն հետաքրքրություն ներկայացնող պրոբլեմր կարևոր դեր է կա
տարում մամանակակից տեխնիկայում։

Աշխատանքում հետաղոտվում են մի քանի ձևափոխություններ, որոնց 
համար որպես որոշման տիրույթ հանդիսանում է Գալուայի GF(tf) դաշ
տից վերցված դործակիցներով բաղմ անդամն երի օղակը։ Ապացուցվում են 
մի շարք թեորեմներ, որոնք հնարավորություն են տալիս անվերածելի բադ- 
մ անդամներ կառուցել բացահայտ տեսքով Գալոլա յի GF(q) կամայական 
դաշտի վրա։

Ստացված արդյունքներից, որպես մասնավոր դեպքեր, ստացվում են մի 
քանի հայտնի թեորեմներ։
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