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В приложениях, в частности при исследовании многомерных 
систем автоматического управления, возникает следующая задача. 
Дана невырожденная комплексная матрица С=А-1Г1В, где Л=(ай/)яхл 
и В=(Ьк/)пу_п соответственно действительная и мнимая части матрицы 
С=(с*;)я/Л. Требуется найти матрицу Х=Х-\-1У, Х=(гк1)пхп, Х= 
=(хк})п/п, У=(Ук/)пхп, обладающую наименьшей нормой, такую, что­
бы бе!(2-С)=0.

Здесь под нормой понимается число

ИММ/Н-уМ^М^*)]1'2 (1)

(где к означает след матрицы).
В работе (։) решена аналогичная задача для вещественных мат­

риц, связанная с задачей отыскания радиуса устойчивости произволь­
ного конечномерного базиса в метрике чебышевского типа.

Решение задачи. Сформулированная задача записывается в 
виде обычной задачи на условный минимум

ш1п||7||, с!е1(£-С)=0. (2)
Пусть й^(Х-С)=и+1У, Ь'=Кебе1|2-С|, И=1тбе1|2-С1.
Тогда (2) приводится к следующей задаче:

ш1п||2||, и=о, И=0. (3)

Составим функцию Лагранжа: —^67—|»։1/, где 14, —дей­

ствительные числа. Приравнивая частные производные Л по хк/ и по 
У*/ (Л, у = 1, . . ., я) к нулю, получим

ди . ди 
**յ=?ւ-Հ--------Ւէ*։՜----- .

дхк} дхк1
ди , дъ

У*/=Н1------- 1-1*1 т—•
дук) дук) 
и=0, -ц=0

(4)

Для решения системы (4) понадобится, известная вспомогательная
формула



у т*уЛ4«у-8л.беШ, (5)
Н

где Л1а]—алгебраическое дополнение в матрице Л1=(7иау), а 
символ Кронекера. Применяя формул)՛ (5) к определителю матрицы 
(Д—С), получим

у {гк]-ск])Мл]=8*«с1е1(7—С). 
7=։

Пусть Мл]=иЯ)4-/14/. Тогда последнее соотношение принимает сле­
дующий вид:

V [(хйу-оАу)4-/(у*У—Ьк])]^иа)+^)= 
У=1

= 2 {1(А'Л;~(у*/ — ^*У) И./14- 
У=1

-Ь 'I (У*у՜՜^*/) ^а/՛ Ь(А*У V։/]}=''■'*«(/74՜/Ю-
Разделяя действительную и мнимую части в левой и правой частях 
полученного соотношения, имеем

Л
У, [(АЛу——(у*; —14У]=3*а/7, 
У=1

(6) 
л

У, 1(Улу—Ьк]')иа]-\-(хк]—ак]) 14у] =8Й1 V.

Дифференцируя соотношение (6) при к=а, получим
,, ди дУ
иа.]=------ =------  ,

дхл} дул]
(7)

V = д}/ ди
дха] ^У*]

Пользуясь (7) и (4), из (6) имеем

1 I {Хк]-ак})^~ +(ук]֊ьк]) ^-1=0; (8)
7=11 ОХ*] оул] I
у [(хлу-аА;)/^4֊(Улу-^)/^|=0. (9)
у=11 дха1 дуа}\

Умножая (8) на ц1։ а (9) на ц։ и суммируя полученные соотноше­
ния, с учетом (4) получим

У ((Х*У~а*У)А«У4-(УЛУ—£*У)У։У]=0. 
/=։

Последнее соотношение эквивалентно следующему:

(Х-ЯИг+(Г֊В)^=0, (10)
где Т означает транспонированную матрицу. Теперь, умножая (8) на 
Р։, а (9) на (—Н1). суммируя полученные соотношения и учитывая 
(4) и (7), получим 
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Представив последнее уравнение в матричной форме, имеем 
—(X—A)Yr-\-(Y—B)XT=C). (Н)

Легко видеть, что левые части соотношений (10) и (II) являются 
соответственно действительной и мнимой частями матрицы (Z—C)Zr 
(здесь /У—„ означает комплексно-сопряженную матрицу). Отсю­
да следует, что

(Z-C)Z*=0, (12)

где Z*r=ZT. 
Сделаем замену переменной в уравнении (12): 

Ct(=Z, Z*=r(*C*. (13)
Запишем (12) в следующем виде: ZZ*=CZ*. 
Отсюда, используя (13), полупим Сг(г1*С*=Ст*С*, т. е.

т/7)*^*, (14)

откуда имеем 7)=(т)*).*=7»1*. 

Таким образом 'fl=ri*- (15)
Из (14) и (15) следует, что ц и тр)*—эрмитовы матрицы. Оче­

видно, что т/ и v/vj* приводятся к диагональному виду одной и той же 
унитарной матрицей S, S*=S-1.

Пусть теперь 

W=S*-riS, -ri=SWS*, (16)
где IF—диагональная матрица. 
Имеем lF=S*7JS=S*7J7)*S=S*r/sS, )F»=S*7)SS*ijS=S*7i«S. 
Таким образом W=Vfn, т. е.

(17) 

Из (13) и (16) следует Z=CS\FS*. Z*=SIF*S*C* и
ZZ*=CS IFS*C*. (18)

Согласно (1) и (18) имеем 
||Z||=[ tr(CS UZS*C*)1 V2={tr[CS W(CS)* ]}V2. (19)

Пусть CS=(dJ/t), (CS)*=(dkJ), lF=diag(X1։),......... /.„). Тогда (19)
принимает вид

И11’=2(2Мк. (20)

Из (17) имеем 1Г//б{0; 1}. Предположим, что из диагональных 
элементов матрицы W отличными от нуля являются элементы

• • •. Ът- 
т п 

Тогда из (20) получаем, что ||Z||։= 2 у Kjz|։- Отсюда следует, что 

какова бы ни была эрмитова матрица т;, величину нормы ||Z|| мини- 
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мизирует такая матрица 1Г, которая имеет лишь один отличный от 
нуля элемент. Предположим, что этим элементом является 11'^. Тог՜ 
да последнее соотношение принимает следующий вид:

И11а=2 (21)
/■=1

Обозначим
£>A=(di*, dik....... dn/,)1՜, 8=^)=^,^..............a՞); ary=0;y-h/3;y;

3y=(3J7, a3J, . .., o„y)r=(a;y> a2y, . . <y)r+i(3i'y. 3,"y..........’iy)M'+ty.

Тогда легко видеть, что Оц—С^к. Следовательно,
И11МД*1МС°‘11։=(С°‘)*(С°‘). (22)

Таким образом, ЦД||=(3*)*С*Са*. Преобразуем норму (21) к виду, 
который понадобится нам в дальнейшем:

||Z||’=y

П [ Г >1
= 2 п 2 (Яиг3г*—^а,’°гл) 

a=tl| Г=1

п
У, У; Carark ---
п

(23)

Таким образом, задача вновь свелась к задаче на условный экстре­
мум:

Л Г Г Л 12 I п. 121
т1п 2 2 (^Л—Ь"а'г^ + 2 (а“'-3г*+6"'-°г*) •

а=11 I г=1 .1 | г=1 ] )

Составим функцию Лагранжа
и (г п т* г п Is

1 = 2|[2(а“'°гЛ֊6«'сг*) I + [2(«ararft+^;ft) I

Здесь >—действительное число.
Дифференцируя и приравнивая к нулю, имеем 

п п 
=2 2 2 [«'«т(аег0гй—&«г3г*)+^'п(а«'-0гл+^'лгА)]— 2՝,отл==0: 

Оатк “-1 '■=’ 

" я
1^==22 2 ։~й«т(а«г°г*— 6«г3гА)+а«т(ааг3гА+Йаго'й)]— 2^а'пА=0. 
°°тЬ “=։ '■=>

Представляя полученные соотношения в матричной форме, имеем 

(АТА+ВТВ^+^А—АТВ)^=՝^-, (24)
{АтВ-В‘А)№-\-(АтА+ВтВ)^=^. (25)

Из (24) и (25) вытекает уравнение

(С*С-?Д)а*=0, (26) 
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где /:—единичная матрица.
Итак, решение задачи достигается, если т4—нормированный 

собственный вектор, а <—соответствующее собственное значение 
матрицы С*С.

Теперь определим минимальное значение |]2||. Из (26) имеем 
С*С«*=*а* или (5*)*С*Сс*=/. Следовательно, в силу (22) получаем 
||/||=/՛. Таким образом, 2=С5’№’£*, где столбцы 5—собственные.՝*։ 
векторы матрицы С*С, соответствующие ее собственным значениям 
>։, >։....... /я; ЙР—диагональная матрица, имеющая всего один ненуле­
вой элемент тоЛА, где А определяется из условия >А=т1п ч и 

т1п||2||=/^.

Ереванский политехнический институт нм. К. Маркса

I;. Վ. ԿԱՐՍԼՅԱՆ, Ֆ. Պ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ, Վ. Գ. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐ ՅԱՆԿոմպլեքսային հարթության մեչ.ոչ գծային ծրագրավորման մեկ խնդիր
կիրառման խնդիրներում, մասնավորապես բազմաչափ ավտոմատ կա­

ռավարման համակարգերի հետազոտման ժամանակ, ծագում է հետևյալ խըն- 
գիրը1 Տրված է չվերասերվոգ կոմպլեքսային մատրիցա Շ=ձ-\-1Թ, որտեղ 
ք\֊ն և Օ֊Ն համապատասխանաբար Հ, մատրիցայի իրական և կեղծ մասերն 
են,

Անհրաժեշտ է գտնել 7 մատրիցան, որը ձՇ է(7—Շ)=0 պայմանի 
դեպքում ունի ամենափոքր նորմա։

Նման խնդիր լուծված է (1յ աշխատանքում իրական մատրիցաների հա­
մար, կապված չեբիշևյան տիպի մետրիկայում կամայական վերջնաչափ 
բազիսի կայունության շառավղի փնտրման խնդրի հետ։
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