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Впервые метод обратной матрицы был применен Л. В. Канторо­
вичем к одной из частных задач линейного программирования (1։2). 
В дальнейшем этот алгоритм был развит для решения общей задачи 
линейного программирования (3). Аналогичные результаты были полу­
чены в (4).

В (5) была поставлена задача пересмотра группы симплексных 
методов с точки зрения идеи особого правила выбора не одного, а 
одновременно нескольких элементов—направляющего вектора. Относи­
тельно симплекс-метода эта задача рассматривалась в (6). Здесь эта 
задача решается для метода обратной матрицы. Основой метода яв­
ляется понятие частично-обратной матрицы, которая в рассматривае­
мом смысле единственная (6) и является дальнейшим развитием об­
ратной матрицы Мура—Пенроуза.

Приведем основные обозначения из (’). Вектор х={х/}, где է 
пробегает множество Ы, обозначим х [Л']. Вектор х[А], где КаП, 
будет обозначать А'-н „кусок" вектора х[М]. Компоненту вектора 
х]М], имеющего индекс ։, обозначим х[։]. Символ а[ М, М]={а/у-} бу­
дет обозначать матрицу, индексы строк которой пробегают множест­
во М, а индексы столбцов IV. Вектор а\1, М]—յ-я строка матрицы. 
а[44, Л/], а а[44, /] ее /-й столбец.

1°. Признак оптимальности. Пусть 44={1,2։..., т}, Л'={1, 
2, ..., п} и требуется максимизировать линейную форму

сР]х[М] (1)
при а[М, М]х[Л/]=а[Л4, 0], (2)

х[М>0[М]. (3)
Зададим разбиение А={А’1։ К2, ..., К,}, где Кц"}К1=0

(է, յ=1, 2, ..., т). Пусть при этом разбиение а[А, 44] частично-обрат­
ная матрица для а[44, К].

Утверждение. Если вектор х°|Л’, О]=а[/С, 44]а[44, 0]^=0[Л՛] и 
расширенные оценки х°[0,/]=с[А]п[/<, 44]а[44, /] — с[/]>0, то 
х]Л']={х°[К, 0], 0[Л/\/<]}—решение задачи (1) —(3).

2°. Описание метода. Пусть задача (I)—(3) невырожденная, 
х°[/<, 44]=ս]^, 44], х°[К, 0]5*0[А|  (х°[А, 44] может быть и единичной 
матрицей).
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Первая итерация. 1. Если расширенные оценки 0, /1^0, /£.\ , 
то х[Л']={х')[К, 0], 0[Л' Д’]—решение задачи.

2. Если, по крайней мере, для одного /£;У столбец дс°[К./]< 
<О[ЛС] и х°[0, /]<0, то задача (1)—(3) неразрешима.

3. Если план х°[/(, 0] содержит нулевые компоненты, то перехо­
дим к п. 8 для их исключения.

Пусть 0]>0[Л’]. Выбираем такое, что оценки л°[0, 
/КО, ]£К. Вычисляем л°[/(, ]\=а\К, Л1]а[/И, /], /£/(. Далее опреде­
ляем

г. *°1  *1,0]  . л°[/, 0]

* При г=1, минуя и. 5, переходим к п. 6, где К=К^1-
** Подпункты (а), (б) гарантируют неотрицательность полученного плана, а 

(в)—увеличение значения линейной формы (1).

0,,=----- „ — =пип------ :—=Д—
№. ^.]|| > МЛ Кг]II

для тех /, для которых вектор л°[։, К/] содержит все положитель­
ные компоненты вектора л°[Л К]. Ясно, что для выбранных I х°[/, 

и Полагаем К=Кгг
5. Обозначим 5г={х1։ 5.......  5,} (г=1,2, ..., г). На г-ом шаге

определяем г-й (гэ&2) особый направляющий вектор*.  Пусть:

(а) о = хг 'Ь>. 21 . =т1п хг Чл£1 .

для тех /, для которых ||л,-1[Л ^]||¥=0;

(б) г-чиК'МН л'-'К кк-Цз,, 0] 
1К-и.К]11։

>0[К];

(в) л'֊>[0, /]л'-։[5,, /]<0**.
/е£

Если один из подпунктов (а) —(в) нарушается, то переходим к 
п. 7, где полагаем г=г—1.

6. Шаг обобщенного жорданового исключения. Пусть £=Ки/И. 
Полагаем

-’[Л/՜], 4б5г-1, /&1,
-ч » 4”—/<^1

сг-1[Л/Л^-’К/1. /£Л

где а'-]=я;-1(К)=-2 хг-1[4,/рфг, /1. №г.

7. Определяем новую частично-обратную матрицу й[Л/г, уИ]. 
Пусть лг[5г, К]={л/՝[Л /]} и иг[К, Л1]=хг[Зг, К^гхг[5г, М]. Формируем 
множество #г=Кги^иК”. где К'г=КГ\Кг, КГ=К\8Г, К'=К\К'Г, 
К'Г'=КГ\К'Г. Тогда /]}, где
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«[/. /]=՛
л"1л/]+‘»Ф՜./1. /с-/и,
■гФ',71. ։елгл, /ем. (4)
л"-р, /1, ։ек;՛'. /6М.

Отметим, что если и[г> /]=0, и /еМ, где УсЛг, полагаем 
М,=МГ\Л

Конец первой итерации, переходим к п^ 1.
8. Пусть х°|/, 0|=0, ։’е5г. Выбираем К такое, что КсК и 

ЛГ(՝|5Г=0. Далее последовательно выбрав в качестве особых направ­
ляющие векторы с индексами Л’։, .... согласно п. 6>7, после г 
шагов получим частично-обратную матрицу й[Л/г, М]. При этом бу­
дут исключены г нулевых компонент плана л-°[К, 0], а значение ли­
нейной формы (1) не изменится. Переходим к п. 4.

Теорема. Пусть элементы. и[Мг, Л4] определены согласно 
(4). Тогда:

а) матраца й[!^г, М] является частично-обратной для а[М, 
,>'г] и в рассматриваемом смысле (при выбранном К) единственной;

б) вектор и\Кг, 0] = «[Л7, Л4]л[Л4, 0] является улучшенным 
особым планом задачи (1)—(3), при этом значение линейной фор­
мы (1) равно с1Мг]«[Мг,- 0]>с[К]х°[К։ 0].

Доказательство теоремы проводится по схеме доказательства 
теоремы 1 из (8). Из этой теоремы следует, что расширенный метод 
обратной матрицы конечен.

Замечание 1. Если в и. 5 (а) минимум достигается для нес­
кольких индексов, то выбираем наименьший из них.

Замечание 2. С учетом (8) этот метод модифицируется. Суть 
его заключается в том, что на каждом г-ом шаге итерации можно 
выбирать ие постоянное К (зависящее от номера итерации), а /Сг, 
где КаГ, при г^2, определяется так же, как и при г=1. При этом 
для г=1,2, .. ., г п. 5 минуется и преобоазуются все элементы

Вызывает интерес задача проф. Н. 3. Шора (ИК им. В. М. 
Глушкова АН УССР), которая состоит в определении конечного на­
бора К2, ..., /(</, приводящего к быстрому достижению оптимума.

3°. Численный эксперимент проводился по следующей методике. 
Отталкиваясь от одного и того же начального опорного плана, мето­
дом, изложенным в 2°, задача (1) —(3) решалась п раз, где и— число 
переменных задачи.

При ее 5-ом решении, независимо от номера итерации, число 
элементов К = (см. п.4) не превышало п— (х — 1) (з=1,2,.... п).

Если при х-ом решении на некоторой итерации число оценок 
для х.։[0, /]<0 превышало п—(з— 1), то число элементов К=К.! вы­
биралось равным п—(з—1), при этом в множество Кб входили те ин­
дексы /, для которых хДО,/]«&^[0, г], Л.-М\/С՝. При в=п это был 
обычный метод обратной матрицы.

Первые эксперименты на ЕС ЭВМ показали, что при п разовом
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решении задачи (1) —(3) в большинстве случаев (95%)*  существуют 
такие при которых:

* Нами рассматривались 20 задач различной плопюсти, при этом т- 100, 
л 500; т—200, л-500.

а) точность полученного результата (время решения задачи) 
лучше, чем в обычном методе обратной матрицы;

б) в вырожденных задачах удается обойти вырожденные опор­
ные планы и получить оптимальный план;

в) удается получить неопорный особый план.

Задачу (1) —(3) можно решать не ռ раз, а I раз, где / 

dl‘\ 1, 2, В этом случае при 5-ом решении задачи число

элементов К=КХ не превышает п— (5 — 1)й (5=1,2,..., I).
На многопроцессорных вычислительных комплексах I разовое 

решение задачи (1)—(3) можно проводить параллельно (одновремен­
но) па I процессорах. При этом решение задачи можно прервать ли­
бо по критерию точности (||а[7И, 0]—а[Л1, А']х[Лг]||), либо по крите­
рию времени, либо с учетом обоих критериев. .
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Ա. Դ. ԹՈԻՆԽԽՎ, Ա. Ն. ՍեՐնԲՐՈՎԱԿԻ

Հակադարձ մատրիցայի ընդլայնված մեթոդ

Տվյալ աշխատանքում առաջարկվում է գծային ծրագրավորման խնդրի 
լուծման մեթոդ, որը հանդիսանում է հակադարձ մատրիցայի հայտնի մեթո­
դի ընդհանրացված տարրերակըւ

Մեթոդի հանրահաշվական հիմք հանդիսանում I; մասնակի֊հակադարձ 
մատրիցայի գաղափարը, որը հանդիսանում է Մուռ—Պենրոուդի հակադարձ 
մատրիցայի ընդհանրացսւմը, և ժորդանյան բացառումների ընդհանրացված 
ոլրոցեդուրանէ
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