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Пусть Р—свободная группа с алфавитом образующих 
аи в., а^1..........а֊1. (1)

Уравнением в свободной группе Р с неизвестными х1։ ..х\ 
называется равенство вида

. Лтх;т= 1, (2)
т

где Лу—слова в алфавите (1). Список слов
*х (3)

в алфавите (1) называется решением уравнения (2), если слово 
АгХуАаХ^ ... АтХ’т равно 1 в свободной группе Г. Еще в 1918г.

т
Нильсен (2) решил уравнение хух~1у~1=аЬа~1Ь~1 в свободной груп­
пе. Затем уравнения в свободной группе изучались в различных ра­
ботах (см. например (а)). Лишь в 1982 г. Г. С. Маканин (’) впервые 
дал алгоритм, который по всякому уравнению в свободной группе 
распознает его разрешимость.

Пусть (2) — уравнение в свободной группе, а Г։,... Րճ֊конеч­
но-порожденные подгруппы Р. Решение (3) уравнения (2) будем на­
зывать решением в подгруппах Г1։ ..., Г„ если для всех 1= 
= 1....... տ. В настоящей работе исследуется разрешимость уравнений
в свободной группе в заданных ее конечно-порожденных подгруп­
пах. Справедлива следующая

Теорема. Существует алгоритм., который, по всякому урав­
нению в свободной группе Բ и любым ее циклическим подгруппам 
выясняет, существует или нет решение этого уравнения в задан­
ных подгруппах.

При х=Х результат настоящей работы эквивалентен результату 
Линдона (*), а при տ = 0—результату работы (։).

Пусть է1։ ..., է»—множество параметров, принимающих значе­
ниями целые положительные числа. Индуктивно определим понятие 
параметрического коэффициента: всякое слово А в алфавите (1) есть 
параметрический коэффициент ступени 0; если Л—параметрический 
коэффициент ступени т, то А‘, где .... <«}, есть параметрический 
коэффициент ступени т+1, если А и В параметрические коэффициен-
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ты ступеней и т։, соответственно, то АВ есть параметрический 
коэффициент ступени т=шах(х1, "։). Равенство вида

В^В^...Вгх^=\, (4)

где 5/—параметрические коэффициенты ступеней х>^{хг,..., хл}< 
называется параметрическим уравнением ступени ". где ֊= 
=шах(т1.......-г). Здесь а/-±1. Длиной записи уравнения (4) будем
называть число Р=2 (<?(В;) + 1). где Д/—слово в алфавите (1). пол\- 

.=1
ченное при подстановках чисел 1 вместо всех параметров г։, • •.,/» в 
параметрических коэффициентах Вг, ..., Вг.

Решением уравнения (4) будем называть вектор
(Х1։ .... Хп, Ц....... /2) (5)

(здесь X]—слова в алфавите (1). а /“—натуральные числа) такой, 
что при подстановках слов X; вместо неизвестных X/ и чисел /? 
вместо параметров Ь в левой части уравнения (4) получится слово в 
алфавите (1), равное 1 в свободной группе Р.

Лемма 1. Для всякого уравнения вида (2) в свободной группе 
Р, с длиной записи р и для всяких циклических подгрупп Гх....... Г,
с максимумом длин порождающих слов, равным д, можно пос­
троить параметрическое уравнение вида (4) ступени 1 с длиной 
записи р, не превосходящей р • б, такое, что уравнение (2) разре­
шимо в подгруппах Г։,..Г, тогда и только тогда, когда разре­
шимо уравнение (4).

Длиной решения параметрического уравнения (4) называется 
максимум длин слов Хг,..., Хп, а максимальным параметром реше­
ния (5) параметрического уравнения (4) называется наибольшее из 
чисел /?,..., /2. Решение (5) параметрического уравнения (4) назы­
вается минимальным, если оно минимально среди всех решений 
уравнения (4).

Лемма 2. Существует рекурсивная функция /(х) от цело­
численного аргумента такая, что для всякого параметрического 
уравнения ступени 1 с длиной записи 3 в свободной группе Р най­
дется минимальное решение этого уравнения, максимальный па­
раметр которого не превосходит числа /(8).

Из леммы 2 следует, что алгоритмически распознаваема разре­
шимость любого параметрического уравнения ступени 1 в свободной 
группе Р. Действительно, вместо параметров можно подставить все­
возможные натуральные числа, не превосходящие числа /(3). При 
этом получится конечное множество обыкновенных уравнений в сво­
бодной группе Р, к каждому из которых можно применить алгоритм 
из работы (’). Далее с помощью леммы 1 доказывается теорема.

Приношу глубокую благодарность Г. С. Маканину за постанов­
ку задачи.

Ереванский государственный 
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tt. շ. ՄԱ1ԽԱՍՅԱՆԱզատ քսմթի 9b4lb4 ենթախմթերում հավասարումների լուծելիության մասին
Դիցուք Բ-ը վերջավոր ռանզ ունեցող ազատ խումբ է, և դիցուք ./(ճլ, . . ., X^,)=l Բ խմբում Ն թվով անհալտներ ունեցող հավասարում է։ 

Դիցուք Ր։, . . Բյ-/» Բ խմբի ցիկլիկ ենթախմբեր են (ՕՏՏ®Ջ>-): Աշխա­
տանքում ապացուցված է, որ հավասարման լուծման գոլութլան պրոբլեմը 
ալգորիթմորեն լուծելի է քՀ, . . Բ$ ենթախմբերոլմ, ինչ էապես լավացնում 
է էինգոնի արդյունքը (.$ = /.) և համընկնում է Մ ական ին ի արգլունքի հետ 
Տ = 0 համար։

ЛИТЕРАТУРА- Ч-РЦ.ЦиЪПЬН'ЗПЪЪ

1 J. Nielstn, Math. Amer., B. 78, S. 385—397 (1918). ’ R. C. Lyndon, Trans. 
Amer. Math. Soc., v. 96, p. 518—533 (1960). 3 Г. С. Маканин, Изв. АН СССР. Сер 
мат., т. 46, №6 (1982).


