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В 60-е гг. в лабораторных условиях было обнаружено явление при­
тяжения между двумя идеально проводящими плоскопараллельными 
пластинами, соответствующее отрицательному давлению (')

Я* йс 
Р =՜՜ 240

где (1—расстояние между проводниками. Оно возникает в результате 
возмущения нулевых колебаний электромагнитного вакуума пластина­
ми (2). В аналогичной ситуации для сверхпроводящей сферической 
поверхности изменение полной энергии вакуума было рассчитано в 
период с 1968 по 1978 гг. (3-։):

£=0,04618-, (1)
а

где а—радиус сферы. В работах (в՜8) приближенным численным ме­
тодом вычислены компоненты тензора энергии-импульса электромаг­
нитного вакуума

-с*=с11аи(е, —р, -р±, -рх),

где е—плотность вакуумной энергии, а рир1-—соответствующие давления 
в радиальном и азимутальном направлениях. Ниже точным численным 
методом рассчитаны е. р, р± и установлен ряд свойств т/*.

В случае сферически-симметрической задачи операторы электро­
магнитного поля удобно разлагать, в ряд по состояниям фотона с оп­
ределенными значениями энергии Йш, полного момента йУ7(/-|-1), где 
2=1, 2, 3 ..., его проекции Ът(—и четности (—1)г+1+х. 
Рассмотрим вектор-потенциал в кулоновской калибровке

■А =2 (с“>։тХ^шГтх+с+։тХЛ*/тХ), (2)

где сШ1Пх, с+/тХ—операторы уничтожения и рождения фотона, Х=0 
для фотонов магнитного типа и ).= 1 для фотонов электрического 
типа (’). Элементарные гармоники Дш;тл находятся путем решения 
уравнений Максвелла в пустоте при граничных условиях 

£Хл=//-л=0 (3)
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на сверхпроводящей поверхности г = а. В (3) Е и Н—напряженности 
электрического и магнитного полей, ;г=г/г —единичный вектор, а г— 
радиальная координата сферической системы координат, начало ко­
торой мы поместим в центре сферы. Функции Л,„/тх приведены в 
(’-10). С помощью выражений

в=<0|(£՝®4-/7։)|0>/8к, = (е-р)/2,
(4) 

р=е—<0|[(п • Е)*+(п • Р)’]|0>/4к,

где /0>—амплитуда состояния электромагнитного вакуума, и разло­
жений Е, Н, вытекающих из (2), после суммирования по т находим, 
что внутри сферы

ЙС //’+։(шг)Ч-(/+1)у7-1(и։г) + (2/+1)7?(‘“г)
г -֊----------?, со -----------------------------------------------------------------------------------------

8-а3 <»п у/(ша)— /7_1(ша)уг+1(ша)
(5)

= Ьс у _2Щ2И№)_ 
8~а3г2 Йх У/_1(ша)/։+1(ша)]

Здесь У/—сферическая функция Бесселя, а <о пробегает дискретный 
набор значений, определяемый условиями (3):

У/((оа) = 0 при Х=0,
< (6)

с/[аУ;(и)а)]/йа= 0 при Х=1.
В соответствии со стандартной процедурой перенормировки расходя­
щихся сумм нужно в (5) ввести обрезающую функцию ф(|'-«>) (р— 
параметр обрезания), ф(0)= 1. после чего все суммы становятся ко­
нечными. Теперь задача сводится к вычислению предела

ге§<0|ч-*|0>=11т [<0|х/*(р, а)|0>—11т<0|т/4(р, а)|0>].

Нужно также доказать, что результат не зависит от вида обрезающей 
функции. С этой целью воспользуемся формулой

2 |՝(---------֊---------------------
гп>°5'(хп) 3 У I ехр[ —2-£5(г7)] —1 ехр[2кг5(—й)]—1]

о о
(7)

где ®) = 0, если х(0)=£0, ±1, ±2, ..., и и>=/(0)/2$'(0), если х(0)=0, ±1, 
+2....... В (7) суммирование ведется по всем неотрицательным гп,
для которых $(«л)=0, ±1, ±2, .... При этом предполагается, что 
функции «(г), /(г) комплексной переменной г=х-|-։у аналитичны в 
в полуплоскости х>0, Х'('гл)¥=0 и

Ит Ф(х, у)=0, Ит Ф(х, у) = 0. (8)
у-*±°с Д'-*-}՜00

Здесь Ф(х, у)=/(г){1—ехр[—2м5(г)зеп(у)]}_1. Доказательство равен­
ства (7) не представляет особого труда. В литературе рассмотрен 
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его частный случай s(z)=z, известный под названием формулы 
Абеля—Плана (1U). Функцию s(z) определим выражением (’)

. . =(-(l/-)arctgU։(z)//idz)I при Х = 0 (9)
'1{Z I—(l/K)arctg{lz/z(z)]7[^(3)r} при Х=1

так, чтобы в (5) суммирование по w (определяемое уравнениями (6)) 
велось по целочисленным значениям функции Su(wa). В (9) л,(?) 
сферическая функция Неймана, а штрих над функцией означает про­
изводную по ее аргументу. Нетрудно видеть, что /’(г) — 
—ji_i(z)jr+i(z)=-s;z(z)/z®, когда z=«oa. По этой причине функция 
f(z), фигурирующая в (7), аналитична. С помощью асимптотических 
разложений функций Бесселя (1։) можно убедиться, что /(z) и s(z) 
удовлетворяют условиям (8). Следовательно, обобщенная формула 
Абеля—Плана (7) применима к (5), и регуляризация -щ сводится к 
отбрасыванию первого интеграла в правой части (7). В результате

ос

<!=--֊ Hm J I -//-^-гУ(«)(г, x)dz, q = ^p,p±, (10)
4т-3л4 р—+°fZi ' \а / о

где х = г/а<1, х(у) = [ф(*У)-Н(—Zy)]/2,
Fp)=z3Qz(z)[ZZ?+։(zx) + (Z г l)Z/_i(zx)—(2Z-{-l)Z!(zx)], (11)

F^»=Z(Z+l)(2Z+l)^Qz(zlZf(zx), v ,
X2 lt(z) [Zi։(z)]'

a Z։(z)==r «/2z4j-i/2(z), Аг(г)=/«/2г Kt+iptz)—модифицированные сфе­
рические функции Бесселя I и III рода (12). Для частного вида обре­
зающей функции ф(у) = е՜։՛ соотношения .(10), (11) были получены в 
(®) другим способом.

Анализ асимптотических разложений функций показывает, что 
в (10) интеграл и сумма сходятся настолько быстро, что к пределу 

у-—*0 можно переходить непосредственно под интегралом. Имеем (см. 
(И))

со

— rrrS \^\z,x)dz, q=z,p,p^ (12)
4~3а4 CiJо

независимо от выбора функции 6(|лл) в области 0<3»><оо՜. За преде­
лами проводящей сферы х = гДГ>1 с помощью аналогичных выкладок 
можно вновь прийти к результату (12), не зависящему от вида ф(цш). 
При этом новые 4]«>(z, х) отличаются от (11) заменой функций Zz(z), 
ki(z) местами.

Оказывается, что вакуумный тензор энергии-импульса удовлетворя­
ет ковариантному уравнению гидродинамики ^-к= 0. В сферически- 
симметрическом случае оно сводится к выражению

^֊ + ~ (Р—Рх) = 0, 
dr г (13)
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в справедливости которого нетрудно 
ные соотношения для Ь, Ь.

Простые выражения получаются 
ниях от проводящей сферы.. Здесь 
/=1:

убедиться, используя рекуррент-

в центре и на больших расстоя- 
дают вклад только мультиполя

Е(0) — Ьс
2т.2а4., о

е2г—1

= -0,03811 —, 
а4 (14)

!(21=р(0)=р±(0), е'(0)=р'(0)=р'£(0), £(х)^-4р(х)^ . 
3

8 . . Ьс ...
~ —*)~ о , , - » ПРИ х>1- 5 2к2а4х7

Вклад мультиполей высших порядков становится важным вблизи по­
верхности сферы. Для этого случая в (13) выведена формула

е(х)~-
Ъ'с

30л2а4(Г-х)3’
:~1. (15)

Остальные компоненты легко получаются из (13) и (15):
. . ПС , . 1 / . /е(х)\' /Р(х)\'р(х).^.--------------------- , р. (х)-^ —г(х), ( —— ) => ( —— ) ЯИ-

60г֊2с4(1-х)2 " 2 кр(х)/ \р±(Х)/

Приведем также интегральное представление уравнения (13) 
ничными условиями (14)

Р(г)=^-^(О^-
’։('■)

Здесь т)(г) равно нулю внутри сферы и оо за ее пределами. Из 
(17) вытекает, что заключенная внутри идеально проводящей 

(16)
с гра-

(17)

(16) и

энергия вакуума—бесконечно большая отрицательная величина, а вне 
сферы—бесконечно большая положительная величина. При этом пол­
ная энергия £՝=4-аг11т [р(а—о) —р(а-)-о)] конечна (см. (1)).

г-Н-0
Исходя из (14) — (17) для компонент можно записать следую­

щие простые апроксимационные формулы

, \ е(0)р(х)д=: ——— 
3(1 —х)2 1— -А, у

Р\Х)~
йсе-2/г

(18)

8-2с4х5(х-1)2 16Л*
Результаты численных расчетов по формуле (12) приведены в 

таблице. Они позволяют вычислить относительную погрешность апрок- 
симаций (18), которая равна нескольким процентам. Величины е, р, 
р± вычислены также и в (7՛8) на основе формул, полученных в (5). В 
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Рис. 1- Отношение плотности энергии вакуума е к азимуталь­
ному давлению р± в зависимости от расстояния г до центра 
идеально проводящей сферической поверхности радиуса а. 
Величины з, р± вычислены на ЭВМ по формуле (14).

Г/Д г Р Рк г/а Տ Р Р±

0.0 —0.03811 -0,01270 -0,01270 1,0 ОО -----ОО го
0.1 —6,03910 —0,01290 —0,01310 1,1 2,804 -0,1265 1,465
0.2 -0,04234 -0,01353 -0,01440 1,2 0,2940 -0,02379 0.15«о
0,3 -0,04866 —0,01470 —0,01698 1,3 0,0763 —0.008035 0.040ՀՅ
0.4 -0,06008 -0,01667 —0’02'70 1.5 0,01157 ֊ 0.001728 0,006°51
0,5 —0.08137 --0,01998 -0 .03069 1.7 0.003134 —5‘496 10—1 0,001°42
0,6 —6,1254 —0.0258* —0.04918 1,9 0,001115 —2,154 10֊* 6,948*10—*
0.7 -0.2362 —0,03777 -0.09921 2.0 •',121 10֊* — 1.422 10֊* 4,468 10֊*
0.8 -0,6382 -0,06898 -0,2846 5,0 9,842 10֊’ —1,676 10֊’ 4,455 10֊’
0.9 —4,12/ —0,2193 -1,954 10,0 5,114 10֊’ —1,464 10֊’ 3,309 10֊’
1.0 -----00 — ОС -----ОО 100,0 5-066 10^“ —1,449 10֊” 3,259 10֊“

этих работах авторы Л, К, заменили соответствующими асимптотичес­
кими разложениями, справедливыми при >^>1 (ч=^/ + 1/2), и огра­
ничились членами порядка 1/ч, не оценивая при этом допускаемую 
ошибку. Так как в (12) *^3/2, то неясно, насколько оправданно такое 
приближение и верно ли оно вообще. Наши расчеты с использованием 
точных выражений для /. и К. позволяют определить относительную 
ошибку (~10%) результатов (’.8). По точности они уступают простым 
формулам (18).

Авторы признательны академику АН Армянской ССР Г. С. Саакя­
ну за интерес к работе и ценные стимулирующие обсуждения.
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Լ. 5. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ, Ա. Ա. ՍԱՀԱՐՏԱՆ

Կազիմիրի էֆեկտը իդեալական հաղորդիչ սֆերիկ մակերևույթի համար

Ուսումնասիրված է էլեկտրամաղնիսական վակուումի վիճակը իդեալական 
հաղորդիչ սֆերիկ մակերևույթի ներս ում և դրսում։ Ապացուցված է, որ վա­
կուումի էներգիայի֊իմ  պուլսի թեն զորը կախված չէ վերանորման եղանակից և 
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բավարարում է հիդրոդինամիկայի հավասարմանը։ Հաշվված են այդ թեն զորի 
բաղադրի շները և դրանց համար ստացված են պարզ անալիտիկ արտահայ֊ 
տութ յուններ։
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