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В работе (’) доказано, что для любой почти всюду конечной из

меримой функции /(х) существует ряд 2 аяул(х) по системе Хаара л==0
{Хл(х)}^_0, который почти всюду абсолютно сходится к /(х). В той 
же работе доказано, что для любой почти всюду конечной измери
мой функции /(х) и любого положительного е существует функция 
g(x) такая, что

1) р{х£[0, 1]:/(х)^(х)}<6;
2) ряд Фурье—Хаара функции g(x') абсолютно сходится.

В работах (։>3) доказана возможность представления измеримых 
функций абсолютно сходящимися рядами по другим системам.

В настоящей заметке аналогичные теоремы доказываются для ря
дов по системе Франклина (о системе Франклина см. папример (4՜8)).

Верны следующие теоремы.
Теорема 1. Для любой почти всюду конечной измеримой функ

ции /(х) существует рчд по системе Франклина, который почти всюду 
абсолютно сходится к /(х),

Теорема 2. Пусть /(х) почти всюду конечная измеримая функ
ция. Тогда для любого положительного г существует функция g(x) 
такая, что

1) р{х€10, 1]:/(х)^(х)}<в;
2) ряд Фурье—Франклина функции g (х) абсолютно равномерно схо

дится, т. е. равномерно сходится ряд 
1

где {/п(х)}^0—ортонормированная система Франклина.
Л е м м а 1. Пусть [а. 6]С[0. 1] отрезок с двоично-рациональ

ными концами, 0<е<1, 8^>0, ”£>0 и П любое натуральное число, 
м

Тогда существует полином по системе Франклина 5} а.п/Дх) та- 

кой, что
м

1) у, ап/л(х) = о, когда х${а, ծ];
л=Л’+1
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2) V |ал/я(-*)|<7 для любого х$[а—8, &+8]; 
7^=.\’4-1 
м с -3) V \ап/{х')\<^-—. где с—некоторая абсолютная константа; 
л1лч-1 ®8
эд

4) 2 ая/я(х) = 1, когда х^А, где А3[а, 6] и иМ)>(1-е)(д—а). 
л=лЧ-1

Доказательство. Выберем натуральное Я такое, что
23-?<6<24-«. (1)

Пусть а= — и Ь=—. Разделим отрезок [а, й] на равные пнтерва- 
2*1 2*--

лы Д/=|а+-—-, а+— длины 2՜*, где Л^тах(А1։ А։) (число к
I 2^ 2 й

пока не фиксировано, оно будет выбрано позже). Определим непре
рывные функции <р/(х) следующим образом:

?/(■«)=

0, когда
. Л > "1 । 3 1 31, когда х(А аА--------- ------- , а---------------- ,[ 2* 2*+« 2* 2*+«

2’՜1—2,5, когда х=аА- -—-4—— или х=а֊\֊ —------- —, (0\2* 2*+? 2* 2*+«’
л ,1—1,2 ,120, когда х = а4--------------- или х = а-1------ *-------- ,2* 2*+« 2* 2*+?

линейная на остальных отрезках.
Легко видеть, что

^4>/-(х)1/х = 0 для любых г и / (3)

и
А/

х<?1<х)дх = 0 для любых д и /. (4)

А/
Обозначим <р(х) = 2<р/(х).

I
Учитывая, что функции Франклина /я(х) с номерами л<,2* линейны 
на отрезках А/, из (3) и (4) следует

1

1 Ф(-«)Л(Х)^Х=О, /1=0, 1,2,..., 2А. (5)
0

ос
Пусть 2 ап/п(х) ряд Фурье—Франклина функции <р(х). Учитывая 

/։=!

(5), (2) и интерполяционные свойства системы Франклина (см. (")), 
имеем

, . г *+?-!-։
?(■«)= 2 ая/„(х).

л=2*+1
(6)
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При достаточно больших к из (6), (2), (1) следуют условия 1 и 4. 
Для коэффициентов ап имеем (см. (•))

1

|®л|= | <?(x)fn(x)dx =^|[ш||гх . ||/л||1<С1 • ^=՜2?. (7)

о
Откуда получаем (см. (’), формула (3, 4))

2*+?+։ *4-? 2И-+։ *+? it
s |ал/л(х)1=2 2 IWn(^)|<c.2 22 - sup |ая|<
л=2*4-1 !1“* л-21*4-1 ։1=А • 2'4-։<n<2iJ+1

р
<с22’<т. (8)

Остается доказать условие 3. Пусть 8, 64-8], 1П определено, 
как в ('), формулой (2.2). Обозначим через р(х, А) расстояние точки 
х от множества Д. Тогда, используя оценки 3. Чисельского для 
функций системы Франклина (см. (’), (6.1)), получим (где 0<£<1)

|ал/л(0К^|ал|я2 ^"1'-'л1-.г с3Д2 дп>'-'п\

ь
I ?(х)/„(х)о!х 

а ,

■^cinqnV~ln\ nz i®’6» ■ ||ср||1^с1л^'|(։,-гл1+₽(,л՝ (•7-W). (9)

Учитывая, что |f— £л|+р(/л, (a, b))^>p(t, (a, &))s®8, из (9) получим
2Й-}-^4-1 оо
V |«л/л(/)|^с42 и • д'*. (10)
л֊=2*-; I л-2*+1

сх-
Учитывая, что ряд У, пдп,‘ сходится для любого 8^>0, можно к п—0

выбрать настолько большим, чтобы с42 пд'*<^. Откуда следует
Л-2А+1

условие 2 леммы 1. Лемма доказана.
Из леммы 1 легко получается
Лемма 2. Пусть ч>(л) ступенчатая функция и е любое поло

жительное число. Тогда для любого натурального П существует 
.н

полином по системе Франклина У а„/л(х) такой, что 
л-Д'4-1

м
1) 2 ап/п(х) = ^(х), когда х£А, где Лс=[0, 1] и рД>1-е; 

л=#+1
2) V |Ол/я(х)|<с,. 1ф֊. 

"л+1 8»
Теорема 1 доказывается с помощью этих лемм, по методу ра

бот (1-։).
Доказательство теоремы 2. Без ограничения общности 

Функцию можно считать непрерывной. Пусть еА=2-*в, А=1,2,... и 
ой=2® р Существуют ступенчатые функции Фп(лс) такие, что

Ь֊711-<8*. *-1.2,-. (11)
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Из (10) следует, что для функций ф* —?* ?л—ь где <?0—О, 
имеем

|ф*|<2в*-։> п3*2 (12)
и

2 ф*(х)=г/(х). (13)
*=։

Из леммы 2 следует- существование полиномов по системе 
Франклина, обладающих следующими свойствами:

11Ф*1к
2 |ал/п(х)|<с։-5-<2с։ • е*.
л=ЛГА

М<^1<М< • •. <Л1<^+1< ...

2 ая/л(х)=։ЬА(л), когда х£Ак, где М*>1—в*. 
Я֊ЛА

ос
Легко видеть, что 2 ап/п(х) требуемый ряд. Теорема 2 доказана. 

л=о
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Չափելի ֆունկցիաները ըստ ֆրանկլինի համակարգի բացարձակ զուգամետ 
շարքերով ներկայացման վերաբերյալ

Աշխատանքում ապացուցված են հետևյալ թեորեմները.

Թեորեմ 1. Կամայական նամարյա ամենուրեք վերջավոր չափելի 
’ ր*

/(X) ֆունկցիայի նամար գոյություն ունի V ճո/„(^) շարք, որը նամարյա
Ո—0

ամենուրեք բացարձակ զուգամիտում ե /(յէ)-ին, որտեղ {Հո(-^)}^=0՜ը 
Ֆրանկլինի օրթոնորմավորված նամակարգն ե:

Թեորեմ 2. Կամայական նամարյա ամենուրեք վերջավոր չափելի 
/(X) ֆունկցիայի և կամայական £^>0 թվի նամար գոյություն ունի £^) 
ֆունկցիա այնպես, որ

1. ւփ*:/^)=/=^)}<8

2- ճ՜է*)՜!1 Ֆուրյե—Ֆրանկլինի շարքը բացարձակ նավասարաչափ 
զուգամետ Խ
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