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Пусть Оп(р-)—теплицевый детерминант, образованный коэффици­
ентами Фурье функции

п
Р(0) = Р1(О)П (Рг(0)¥=О (О^5=^2к)).

*=1

В (։) А. Ленардом была выдвинута гипотеза, что в этом сингуляр­
ном случае верна асимптотическая формула

А>л(р)~С(И)Л2а*[0(,х)]'֊Н

где С(р) некоторая постоянная, а О(р)—среднее геометрическое 
функции р(8). Верность этой гипотезы доказана для 1/2 X. 
Уидомом в (г) и распространена на более широкий класс показате­
лей а* Е. Бейсор (’). В обеих работах найдена также постоянная 
С(И).

В недавней совместной работе (4) X. Уидома и Е. Бейсор рассмот­
рен другой сингулярный случай, когда р-(б) имеет конечное число 
точек разрыва, п найден континуальный аналог этого случая. В этой 
работе, в частности, сказано, что исследования работ (2<3 ), наверно, 
имеют свон континуальные аналоги, но сложная техника этих работ н 
отсутствие простых случаев, когда детерминант Фредгольма соответст­
вующего интегрального оператора можно точно подсчитать, делают на­
хождение этих аналогов сложным. Настоящая заметка посвящена ис­
следованию некоторых простых случаев .и установлению одного нера­
венства в более общем случае, которое является аналогом результата 
А. Ленарда из работы (։).

1. Обозначим через Винеровскую алгебру, т. е. алгебру функций, 
допускающих представление

СО 
/(Х)=/(оо)+у7(0^, 

—ос

где/(оо)—постоянная, а /(/)^£1(—оо, оо). Если в этом представлении 
/(/) = 0 при /<0 (/>0), то скажем, что Скажем, что

допускает каноническую факторизацию, если а(Х) = о+(к)а_(Х), 
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где О(о): =ехр

где в’։ОГ и =._1€^՜ Пусть Рг проектор из £-(0. ею) на £։(0. 
г) и (С2г/)(/) = (Я/)(г-О. Для

ОС
а(>֊)=1+|У

—ос

обозначим через а(Х) = з(—X), а через 7(а) и //(о) операторы, дейст­
вующие в £г(0, оо) по формулам

гг во
(Т(о)/)(0=/(0+ [ *(/-$)/(*)^, (Щ»)/)(0= [ ’(*+«)/(«)<^. 

0 0
Пусть Тг(а)=РгТ(а)Рг, которую мы будем рассматривать в £2(0, г). 
Обозначим через Д(в) детерминант Фредгольма оператора Гг(а). 
Континуальным аналогом теоремы Г. Сегё о теплицевых детерминан­
тах принято называть следующее асимптотическое соотношение:

£>г(з)-֊[(?(°)1'֊£'(0) О'-*։»), (1)

1о§а(Х)о?х|, ^(а): =ехр1р(1оео),'(/)(1ояо) (—£)<//! 

> <>
с\-

1одв(Х) = у (1о£о)''(/)еш4/г.

Нам понадобится еще следующее равенство (см. (’)):

ТгЫ = Л(Ь) Тг^+РгН^н^Р^н^щ^, (2) 

являющееся аналогом соответствующего равенства для теплицевых 
операторов, впервые обнаруженного X. Уидомом.

Скажем, что а(Х) несингулярная, если для а(Х) верно соотноше­
ние (1).

2. Имеет место следующее
Предложение 1. Операторы Тг(аа) (0<г<оо) с символом

мм=|да|։: X—а 
л—л՜)”

= 1- ֊֊У е-1а1е-^е'исИ (1та = 0)

обратимы в пространствах £2(0, г) и

(Гг(ав)]-7)(0=/(0- 1 
о*

Г“(<, $)/(з)<&, где

— 1—т1п{/,

Пусть [Тг(а)|-1: =7'г ։(а) = /—Гг(а) и Гг(/, а) ядро 
Гг(°), тогда, как показал Н. И. Ахиезер (։), имеет место

оператора 
равенство

Г“(/, $)=е-'а<
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/),(5) = ехр| I Г/(£, Г, 1)сИ.

('лсюрг и из предложения 1 сразу следует 
Предложение 2. Ог(аа)=е~г(1+г/2).

Пусть = тогда из равенства

(2) получим
Л(’) =Л(1)Тг^а)-1/2( • , Рг'^Рг 'Л-ЦЦ ■ . Рг<Р.)Рг*в, (3) 

где ?1(<)=е-/е-/о/, <р։(^) = е-/е'а/, (4)

фх(/)= -.(^+5)е/а։е-^5,

о՜
ш= 5)е-'о։е-^5.

о

Здесь ( • ,) скалярное произведение в Л։(0, ею).
Теорема 1. Если, а(/.) = оо().)тр.), тр.) допускает каноническую 

факторизацию •։(/.) = т+().)т_().), то

11т °г^ - Т*(Д+ОТ-(Д-Л
' — £),(аа)/)г(т) -։(а)

Доказательство. Из условий теоремы следует, что опера­
торы Тг(х) обратимы в пространствах ЛДО, г)(Д>1) начиная с неко­
торого г>г0 и 7՝-1(т)-»֊7՝֊1(т) в сильном смысле (см. (’)). Из пред­
ставления (3) и предложения 1 следует

_££> =11е1 1-Мг.՝) -«»(<•.’) (5)
/Л(а„)£)г(т) — а21(г, т) 1— а„(г,х)

где
Г

«11(г, т) - ֊(Г-^(т).Ь։, Т7՝(°М= [1±£=£в^(Т֊1(х)ф1)(<)Л,

2 ,) Г + 2
о

г
«։»(г, *) = ֊(Т-Ч-О-Ь, Т֊ЧМ<?гЪ)-е-'в'е1а1 

о*7
г+2

ап(г, х)г 1 (ТГ1 фф,. 7^>(а-в)9гТ։) = е^ 
л»

о
г+2

е-^Т-^Ш)^.
о

После несложного подсчета получим Пт ^(г, т)=11т а^г, т) = 0, 
Г—»оо Г-»ОО

цт Л х+(а>—1, , ч ^_(а)—֊с_(а—1}Пт а1։(г, т)= —-------±--------- , Пт а8։(Г, х)= ֊* 7 ֊*------ <-.
<■-՝ т+(а) г-.-с т_(а)
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Следствие. При условиях теоремы 1, если ?(>.) несингуляр­
ная, то

О,(в) 1 + 7) ։г£(х) *(й+х(а՜)՜՜'՜

Доказательство очевидно, если учитывать предложение 2 и то, 
ЧТО С(з) = б(зо)(7(т), О(зо)=в Х-

Подставляя в равенство (5) вместо т(Х)=вй(Х) Ь==а. и •։(>>) = з0().), 
можно получить следующие предложения.

Предложение 3. Справедливо предельное соотношение

£>,(3Я)Щ°») <(«)

Предложение 4. При г-»оо справедлива асимптотическая 
формула

\ Л։ /

Предложение 3 показывает, что условие (—оо<Х<оо)
не является необходимым в теореме 1, но т(а)=/=0 необходимо, что 
видно из предложения 4.

3. Рассмотрим более общий случай. Пусть

в(Х) ~ П [М>-)|^(>). (1ща/ = 0, а/>0 (/--=1, 2, .;., «)) (6)
>=։

'(>.)£/?, т(>)>0(—оо<Х<оо), ■։(>■) несингулярная. Для 0<><1/2 обоз­
начим через

п
а.(Х)= П К,(*+«)Гт(Х).

/-։
Очевидно, что при 1пт>.=0 з։().)>з().), откуда следует, что самосопря­
женные операторы Л(з։) и Л(з) удовлетворяют неравенству Л(з)< 
<Л(з.), что в свою очередь приведет к соотношению Дг(з)<7)г(з,). 
Следовательно,

Яг(°)<[О(°.)]г
/9г(д‘) ^О'(з.)

[0(з։)]' О'+'(о,)

для любого Г>0, так как в этом случае отношение О,/Ог монотонно 
неубывающее. Переходя к пределу при 1->-оо и уиитывая несингу­
лярность з,(Х), получим

Щ3)<0'(3.)£(з.).
Проведя соответствующие вычисления и оценивая правую часть 

этого неравенства подходящим образом, можно получить оценку

£),(з)<0'(т)е ^ге^Г1
/=։

.4(1—е)е/ 1<)1

т+(а/+й)
X

а^(а/+0

т4.(«/—(1—е)р 2в/
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Подставляя в это неравенство вместо ։ определенное значение, 
можно утверждать, что справедлива

Теорема 2. Если ) допускает представление (6), где 
(■R. т(>)>0 (— оо<7<оо) и тр.) несингулярная, то верно неравенст­
во

\ Ле /

где С— некоторая постоянная, зависящая от т, а,-, ։, (/=-1, п).
Эта теорема является континуальным аналогом теоремы А. Ле­

нарда из работы С1). Соответственную гипотезу можно сформулиро­
вать так.

Гипотеза. Если о(/.) допускает представление (6), где •։(/.) не­
сингулярная, и допускает каноническую факторизацию •:('/.) = -+ (/.)•:_(/.), 

Т0 Ща)~С[(7(а)]' Г^' (г—>оо).

Для постоянной С можно указать следующий вид:

С=сП
/=1 "(aj) ) \

1<J

где с зависит только от я1։ ..., яп.

Институт математики Академии наук Армянской ССР

է. Վ. ՄԻՔՍ.8Ս18ԱՆ

Վիներ—Հադֆի հատված օպերատորների դետերմինանտների 
ասիմպտոտիկան մի սինգուլյար դեպքում

Հոդվածում ուսումնասիրված է Վիներ—Հոպֆի հատված օպերատորի 
Ֆրեդհոլմի դետերմինանտի ասիմպտոտիկ վարբր, երբ այդ օպերատորի սիմ֊ 
վս(ն ո<նի որոշակի տեսքի զրո իրական առանցքի որևէ, կեսաւմէ Ստացված է 
դնւ-:հտտական վերևից այդ դետերմինանտի համար, երբ սիմվոլն ունի վեր֊ 
ջավււր թվով զրոներ կամայական պատիկություններովէ
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