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Неоднородные упругие среды, для которых векторное волновое 
уравнение разделяется на независимые скалярные уравнения

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 27/1Х 1985)

Предположим, что коэффициенты Ламе 1, р и плотность р упру
гой среды в цилиндрической системе координат (г, 9, г) зависят 
только от переменной г. Тогда вектор перемещения (։)

и=Ф։(‘г)егадФ1(г, г, ^)+ф։(г)го1го1[Ф։(г4 г, 04] +пЛ[Ф։(г, г, /)4], (1) 
при условии определения <|»х(г) и ф։(г) из соотношений:

(раГ+рд!-*, (5а)'+^«К.
а+а 1-а=°. а+та+2а=°; (2)

а=ф;/Ф1, а=Ф^Ф1, а=р7р. а=р7р. (3)
разделяет известное векторное уравнение упругости

Едгаб (Луи—ւ^րօէ пЯи+вгабХ • сНуи+дгадиХгоин֊ 

— д*и
Ч֊2егас1р • £га<1м»р— (4)

ժր1

на независимые скалярные уравнения для обобщенных потенциалов 
Ф1, Ф1. Ф>:

^]Ф1НдФ1+(2а+а) V1 +г1(д;+/»Наа)Ф1—=0. ог иг

£։[ф։НДФ։4-1(т+1)а+2а1^?+((та)'+тр?+таа]ф։-®72^=0,
оя др

£з1Ф։]^ДФз+А^ ֊А՜2֊^ =0, (5)
дя д?

где 4—орт по оси г, Е=Х4֊2р, у = В/р, ^ = Е/р, ®5 = р/р, =

Покажем, что существуют слоисто-неоднородные изотропные 
упругие среды, для которых возможно разделение векторного урав
нения упругости на независимые скалярные уравнения.

Из условия (2) следует:
Р;+АА+Р? = Ср-1р, (6)

А+тАА+А^СтУЛ* (7)
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■ • • ■՛ :: ՛. ’А+а+АтО» '՜' - 48)
■ ’ * А+7Л+А-О, - ■ (9)

.. • -» .--- -гг— - • - - * ~ * г-* <
где С—произвольная постоянная. 

Эквивалентными преобразованиями уравнения (6) и (7) при
Т=сопз1 приводятся к виду:

(А+7А)'+А(А+7А)+/’?+7/’а = 2Сн-1Р. (10)
(А֊Л)'-1֊А(А-А)+Р?-Ра1=сР"1Р(1-Т՜1)- (11)

Из уравнений (9) и (10) имеем:
Р\---- 2(т+1)-1[А±Тп1. (12)
а=-2(т+1)-11а+й1. (13)

2тО1=(т+1)<+(Т-1)РН(7+1)Ср-1р. (14)

Подставляя в уравнения (8) и (11) выражения (12) и (13), получим 
(т + 1)А=4а±2(Т-1)й. (15)

(т+1)й'+(7֊3)^й+2(т-1)й։-1^^-1Р=0. (16)

Если С=0, то из уравнений (14) и (16) для определения £2 и по
лучим следующую систему нелинейных дифференциальных уравне
ний:

(7+ 1)П'+(Т-3)АЙ +2(7֊ 1)Й։=0,
(Т+1)Р;+(7֊1)^֊27Й1=О. . (17)

Решение системы (17) представим в виде
А В

Я= — , А=—> (18)г г
где А и В постоянные.

В результате получим следующую алгебраическую систему для 
определения А и В:

А[7+1-(1-3)В±2(7-1)А]=0,
(7—1)В։—(7+1)В—27А*=0. (19)

Система (19) имеет следующие решения: 4
I) А = 0, В=0; II) А=0, В=-^±±;

7-1
Ш) А=+——, В=—I—; IV) А= + 1, В—1. (20)

7—2 , 7—2
Рассмотрим эти случаи.
I случай: Й=0, р^ = 0. По формулам (12), (13) и (15) получим 

А = 0, Рг = 0, р9=0. Из соотношений (3) следует:

Ф1 = Фю, Фг^Фю! Р=Ро. £=7Ио» Р=Ро- (21)
Следовательно, среда однородная и имеет место известное раз

деление векторного волнового уравнения на независимые скалярные 
уравнения для потенциалов Гельмгольца. 
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11 случай: £2 = 0, р^.— -—7 • —. Тогда Л= — ------ , р։ =
7—1 г 7-12

2 1 4 - 1 '--------- — . —, р?=  • ~. Интегрируя уравнения (3), имеем: 
7-1 2 7-1------2

\ г / г \__ 2_
— ) т֊1. Ф» = 'т'аоС — ) т֊1; (22)
20/ \ го/

/г\!±! еР’ = Но( —)т=1. 4 = 7Н. Р = Ро( — Г^՛ (23)
\20/ \20/

11 т 1Ш случай: Й=+ —— • —, 4֊ • —. Величины р,=0,
7—2 а 7—2 г

-----— . —, рр= —— ■ —. При этом
7-2 2 Р 7֊2 2

/ ■Г \ 2
Ф1=Фю՝ Ф1=Ф։о(—) Т-’5 <24>

X ^о/
/2\— е /2\-Цн=ы —п՜2. *=7н р=Ро( —)++ (25)
X «о/ X 2о/
_11 2 2IV случай: Я=ч—, р^------ . Величины />,=---- ,р2 = 0,рР=----- •2 2'2 2

Из соотношений (3) при любых значениях 7 получим:
/2 \*

Ф1=Фю( —). Ф1=ФИ; (26)
X г0/

Н = Но(—) ». ^ = 7Н. Р = Ро(—• (27)
\го / Х2о /

В случаях II—IV упругая среда неоднородная, векторное урав
нение разделяется на независимые скалярные уравнения. Аналогич
ные результаты получены в работе (2) другим путем.

Если С^=0, то после интегрирования уравнения (15) имеем

Н"1Р=И5'¥о^) т+1 ехр[± [Йе/г]. (28)
\Ро/ I 7+1 и 1

*»

Подставляя значение в уравнения (14) и (16), получим сле
дующую систему интегродифференциальных уравнений:

(7+1)й'+(т֊3)М2 + 2(7-1)Й։±

± -—- Но т+* Ро^н- “гП ехр! ± ——— С (Мг I =0, 
27 I 7+1 Л I

(7+1)^+(7-1И֊27«։+

4 т-з Г 2(т—П Г 1
+ (7 + 1)нот+* РоСн т+> ехр ± —---- -  I й</2 =0.

I 7+1 J 1
г.

(29)
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Представим решение системы (29) в виде

я= —, ^=—, (30)
я ՛ % ՝ : ’

где О и £ постоянные.
Постоянные С, О и Е определяются из системы алгебраических 

уравнений:
±2(Т-1)£)-(’Г-3)£+2(Т+ П = о,

-р 7^1 Ро?»с+(т+1)£>±2(т—1)£>։-(7-3)£’=О, 
2'( Ро

(31)

(т+1) С 4-2т£*+(Т 4֊ 1)£-(т-1 )£*=о.
Ро

Решение системы (31) соответствует двум случаям неоднород
ных упругих сред.

1. При значении С= ~ + ~՜*՜!՜ ■ £=0» имеем:
И (т֊1)’ Ро*? 7-1

/ Я X 2т ' / 2 \ %Ф1=М — )т-։. Ф։=Ы — ).Г-։; (32)
\^о' ՝

/ \՜’ 
Р = Ро> ։ = 7Ро. Р=Ро( —) • (33)

\2о' 
р, **—1 2

2. При значении С=--- £>•= + ֊։——, Е=---------------- . получим:
Т—2 Ро2о 7֊2 7֊2

/ я \* /я\_2—Ф1=Фю( —) . Ф։ = Ы—) т-»; (34)
\20/ \2о/

/г\2_ ' /?.\ 2<т֊3>
Р = Ро( — И֊2. £=7Н. Р=Ро( —) т-։ . (35)

X х0/ X г0/
Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса

Ս. Ն ՍԱՀԱԿ811Ն

Ան^ամասեււ աււաձգական միջավայրեր, որոնց Տամար, վեկտորական 
ալիքային նավասարումր տրոնվում ե անկաի> սկալյաբ Տավասարումների

Աշխատանքում դիտարկվում են անհամասեռ առաձգական միջավալրերլ 
որոնց համար հնարավոր է առաձգականության տեսութլան վեկտորական 
ալիքային հավասարումը տրոհել իրարից անկախ սկալլար հավասարումների։
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