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О подсистемах сходимости и о расходимости двойных рядов Фурье 
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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 14/У 1985)

Известна следующая теорема, доказанная в 1936 г. независимо 
друг от друга Д. Е. Меньшовым и И. Марцинкевичем (см.

Теорема А. Для любой, ортонормированной системы. (ОНС) 
{<р„(х)}^=1, л£(0, 1), существуют номера п^п^ ... такие, что 
подсистема {?«»(■*)}А՝=1 является системой сходимости. (ОНС 
{фя(л)}^=1 называется системой сходимости, если всякий ряд 

2 алфл(*), 2 Дл<?» сходится почти всюду). 
л=1 л—I

По этому поводу в работе (’) Г. Беннетом был поставлен сле
дующий вопрос: существует ли последовательность чисел {г*}’=1 та
кая, что из любой ОНС {<Рл(-«)}*=1 можно извлечь подсистему сходи
мости {флл(^)}*=1, ДЛЯ которой ИтЛк/Гл^О ?

А—оо

В работе (4) Б. С. Кашиным дан положительный ответ на этот 
вопрос. В ней сформулирована следующая

ЕР '«йп

Теорема В. Из произвольной ОНС {'=л(-«)}^=г молено выбррт^ 
подецепгему сходимости {»«*(*)}л==1 е 1, 2, ...), где

^=3, Я*+: = (/?*)! (£=1,2,,..). (1)

В той же работе (4) Б. С. Кашин поставил следующий допрос: 
можно ли в формулировке теоремы В последовательность (1) заме՝ 
нить на последовательность £1+,(£= 1, 2,...) для любого £>0 ?

В настоящей работе усилен результат теоремы В. Точнее, спра
ведлива следующая

Теорема 1. Для любой ОНС {<ря(лс)}я’в1, х£(0, 1) и любого 
£>0 существует подсистема сходимости {?лА(*)}*^1 с условием 
л1= 1, 2(3+2)(к-1)юг1(й֊1) < < 2Р+₽)*юг։л(^>2)։

Доказательство этой теоремы основано на следующих леммах:
Лемма 1. Пусть {<р*(-*)}£_։, *6(0, 1), конечная ОНС и {Е^ 

семейство измеримых множеств из (0, 1). Тогда существует целое 
число 1«£&</г такое, что

„(Р \ Г?*(<)Л < ]]/ ——-. /р.-, Р= 1> 2....... т-
•> г п ■ т1пр.(Лг)
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Лемма 2. Пусть ОНС л£(0, 1), и семейства мно
жеств из (О, 1) {£,|л>; 46<2<Л>}, л=1, 2, ..., где Р(л’(лг>1) есть мно
жество индексов I, удовлетворяют следующим условиям:

1) К11 ^(л,)=։. н(£,(я,)>0, /€<2(я). л=1, 2,...;
/6<?(л)

2) £}Л>Г)£/(Л)=0 при Ш, I, /6Р(Я) (л=1, 2, ...);
3) если Е\п^(}Е^=/=0 (П£»т), то Е<п>аЕ]т\

4) для любого л=1,2, ... существует подмножество индексов 

0<я>С<?("> такое, что V [1-р(и £|я>)1<со, и
п^1 1ео(я>

1

1Нт
л-*>

1 
.(л)

НЗ

»..Й6^Г

«рл(О<^<Ли пРи !<<։<«—1, 1$а™, л5а=2, где 7л(я>»2) та

кие кисла, что 2 тл<Ъо;

5) для любого к =1,2,... справедливо равенство
?*(/)<«-<р*(л)^= О при п. в. х€(О, 1), где Е<*^~то

£‘Я, 
/<я)(х)

множество из семейства {Ер>; /бф(я)}, которое содержит в себе 
точку х (очевидно, что для п. в. х£(0, 1), при любом л5»! такое 
множество существует, это следует из 1) и 2));

6) для любой точки х из множества Е=\ । П {и £{">] су- 
л>* /£0(л) 

ществует зависящее от х постоянное с(х) такое, что

|* <р*(ЛЛ-?л(х) <с(л) (л=1, 2,.

&& Дл)(л)
Тогда {<рл(х)}~=1 является системой сходимости.

Лемма 3. Для любых чисел л=1, 2,..., к^п и °С>~ сущест

вует семейство полуоткрытых интервалов {Д|л>(&); 1^2} {2— мно
жество целых чисел), удовлетворяющее следующим условиям:

1) II А|Я)(*)=Л* 1 2 3 4 5 лри любых П5»к^Х (/?1 = (—оо, Ч-оо));

2) Д|Я>(А)ПД}Я)(^)=0 л/н։ (п^>к£»ху,

3) если п^>гп5»к и Д{л,(^)Пд)т)(^)։?&0. то ^\пКк)с:й^{к)-,
4) для любого к = 1, 2,... справедливо равенство 

Нт[зирс1(Д|л)(й))1=0, где /Цй^Цк)}—длина интервала й\пЦк\ 
*3 ‘ег

5) для любых гок^\ существуют конечные подмножества
целых чисел 0(я>(£) такие, что [—|Л“], [*'])=□ Д|Л)(А) (л>Л>1) 

.«йийаь»֊֊ ***•



« шах ^(Д<я>(Л))^-^= где \к'\-целая часть к’.
ка(«>т 'ռ

6) для любых п^к^Х существуют конечные подмножества 
целых чисел £1л,(А) такие, что [ — [пя՜^ ], [т ]) = Ս ■ Л|Л,(Л) (л^ 

>А>1); £<Л>(АОО(Л)(А։) (л^А>1); |/.<п)(*)|=^4л2а (л^=А>1), где через 
|2,<Л>(А)| обозначается количество элементов множества ԼՏո\հ).

Рассматривается также вопрос о расходимости рядов Фурье по 
полным двойным ортонормированным системам {<Р/(-*)?/(у)}/1у_г

Верна следующая
Теорема 2. Пусть {<₽«(*)}п_։, -*€(0, 1) полная ОНС ограни

ченных функций. Тогда существует функция /(х, у)б£х((О, 1)Х 
Х(0, 1)) такая, что ее ряд Фурье по двойной системе {?я(л:)срт(у)}“т=։

1 1

2 2 ^у(/)?/(-*)?/(У) (М/) = С С Ж տ)®մՕ?/(տ)^տ \

1=1 յ= օյ о

расходится почти всюду (по Прингсхейму).
Для доказательства теоремы 2 используется известный факт о 

том, что двойной ряд Фурье по системе Хаара может п. в. расхо
диться (см. например (5)).

Верна следующая, более общая теорема:
Теорема 3. Пусть {'քո(-«)}“=լ полная ОНС на (0, 1) ограни

ченных функций и ё(х, у)бА1((О, 1)Х(0, 1)) такова, что ее ряд 
Фурье по двойной системе Хаара расходится п. в. Тогда сущест
вует функция ф(х, у) равноизмеримая с ё(х, у) (т. е. и({(л, у); 
Ж. У)>,՝})=р({(л. У); ё(х, у)>4> такая, что расходится п. в. ряд 

2 2 ЬШ*Му). = 1/֊1 
ւ В заключение выражаю благодарность чл.-корр. АН Армянской 
ССР А. А. Талаляну, под руководством которого выполнена настоя
щая работа.
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Գ. Ա. ԿԱՐԱԴՈԻԷՑԱՆ

Զուգամիտության համակարգերի к լրիւէ օրթոնորմաւլորւլած համակարգերով 
Ֆուրյեի կրկնակի շարքերի տարամիտության մասին

Ձևակերպվում կն հետևյալ թեորեմները.
Թեորեմ 1. Յուրաքանչյուր {<ря(Х>}^ օրթոնորմավորված համա- 

կար<յի նամար գոյություն ունի նրա այնպիսի {<р„к(х)զուգամիաոՆ- 
թյ*ոն ենթահամակարգ, որի նօմքար՝ ՝ ֊•■■ ■> ՜Հ-.ՀՀ ՛,- . '5

л1=1,2®+’М*-1)1ог«(*-1)<^п*<2(Ж)*։рй*(р>о, 3,. )• ՜" ՜՜
Ո4



Թեորեմ Я. Dpb սահմանափակ ֆունկցիաներից կազմը-
ված լրիվ օրթոնորմավորվէսծ նամակաբզ к, ապա գոյություն ունի 
{®л(-»)?т(у)}“т=1 կրկնակի համակարգով Ֆուբյեի շաբք, ոբը տարամիտում 
к նամարյա ամենուրեք ուղղանկյան գումարներով:
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