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0°. Пусть А и В—коммутативные унитальные банаховы алгебры. 
Будем говорить, что В является полиномиальным расширением алгеб
ры А, если существует сохраняющий единицу инъективный изометри
ческий гомоморфизм Ф из А в В такой, что диаграмма

Ф 
А-----------------> В

I
-М[х1։ ..., хп]~

(1)

коммутативна, где I—естественное вложение А в алгебру полиномов 
над Л от л неизвестных ......... х„, а Т—некоторый эпиморфизм С1).

Отметим, что если В является полиномиальным расширением ал
гебры А, многие свойства алгебры Б можно описать через известные 
свойства алгебры А (например, пространство максимальных идеалов, 
границу Шилова и пр.). Поэтому если А и В—две унитальные банахо
вы алгебры, естественно поставить вопрос, является ли В полиноми
альным расширением алгебры А.

В данной работе дается ответ на этот вопрос в случае, когда 
Д = С(А')> В=С(К), где С(АГ) и С( У) —банаховы алгебры всех непре
рывных, функций на компактах X и У соответственно.

1°. Пусть задан непрерывный инъективный гомоморфизм Ф ал
гебры С(Х) в алгебру С(У). Тогда определено двойственное отобра
жение к:У-*Х, сюръективное и такое, что Ф/=/°к для /бС(А').

Введем, следуя Линдбергу (։), следующее
Определение. Окрестность Ус У называется регулярной, ес

ли для любого х^Х сагб( УПк“1(-«))<1, и сильно регулярной, если 
ее замыкание лежит в некоторой большей регулярной окрестности.

Заметим, что не всякая регулярная окрестность сильно регуляр
на.

Будем называть сюръекцию к регулярной, если у каждой точки 
у£К есть регулярная окрестность.

Лемма 1. Пусть п:У-+Х регулярна. Тогда существует ко
нечный. набор функций из С(У), разделяющих для каждого х£Х 
точки множества и_1(л).

Лемма 2. Пусть непрерывная сюръекция т.՝.У-*Х регулярна 
и выбраны функции /х, ../т из С(К), разделяющие, в совокупнос-
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ти, для каждого х£Х точки множества г~1(х). Тогда всякую 
функцию можно представить в виде полинома от /г, ..../т
с коэффициентами из С(Х).

Доказательство. Пусть УсУ сильно регулярная окрест
ность. Тогда любая функция /, непрерывная на У, представима в 
ВИде f=go^ на У, где непрерывная функция на X. Действитель
но, рассмотрим компакт где регулярная окрестность.
Отображение «: И)—непрерывное, биективное отображение
компактов, следовательно, это гомеоморфизм. Отображение т: 1г(И)— 
֊> И позволяет определить функцию /от, непрерывную на -( /). Про
должим ее по непрерывности на весь компакт X. Полученная функ
ция g искомая.

Поскольку сюръекция я регулярна, существует конечное покры
тие компакта У регулярными окрестностями. Для любой точки х£Х 
имеем сагс!«_1(л)<у‘У, где Л/—число элементов покрытия, поскольку 
различные точки прообраза ^(х) покрыты различными регулярны
ми окрестностями.

Пусть л-1(л) = {у1,..., ул}. Возьмем две различные точки из 
т.-^х), скажем, уг и у։. Среди функций /1։ найдется функция 
/* такая, что /я(У1)=//*(У։)- Выберем сильно регулярную окрестность 
Ц точки у։ и функцию ё£С(Х) такую, что на Уг. Поэтому 
(/*-^°’')(Уг)=0 и, следовательно, (Л֊Я<”։)(у։)¥=0. Найдется сильно 
регулярная окрестность У։ точки у։ такая, что не обращает
ся в ноль на У։. Тогда можно выбрать не обращающуюся в ноль 
функцию ЛбС(Л՜) такую, что Ло1г=/А—go■к на Тогда функция 

/и=---- (/л—Яо7Г) обращается в ноль на Р1։ в единицу на Уг и яв-
Аоя

ляется линейным многочленом от /Л с коэффициентами из С(Х). 
Рассматривая соответствующие функции /ц для всех пар у/, У/бк֊1(х), 
легко построить «=сагс1к-1(х) окрестностей 1Г։ЭУ1,.... М/лЭул и п 
полиномов р1г ..., рп от функций Д....... /т с коэффициентами из
С(Х) таких, что р^, /я>)(у)=8</ при уб1У/, где 8//—символ Кро
некера.

Построим теперь окрестность и точки х^Х такую, что 

«֊1(^)с:у1(^/П«-1(^)). (2)

я л
Поскольку У\^ ^ — компакт в К, то я(К\и М7/)—компакт в 

X, не содержащий точку х£Х, следовательно, найдется окрестность 
и точки х, не пересекающаяся с этим компактом. Окрестность и 
удовлетворяет условию (2).

Для каждой точки х^Х проведем вышеописанную конструкцию 
и покроем X соответствующими окрестностями их. Из этого покры
тия выделим конечное подпокрытие С/х, и построим подчи
ненное ему разбиение единицы <рх,...,
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Пусть/6С( К). Тогда /= 2 (?/<”։)•/. Покажем, что каждое из 
/=1

слагаемых («ррк) •/ представимо в виде полинома от /։,../т с 
коэффициентами из С(Х). Пусть £/=£Л, зиррф/СЗб’. Выберем функции 
Я1։ .... Ял из С(Х) такие, что /=Я/°я на Ч^). Тогда /=

Л

= 2/’/(У1» ••••/т) • (№) на Но тогда на всем Г имеем
/•=1

Л

(фря) • /= .... /т)- Лемма доказана.
/-։

Лемма 3. Пусть выбраны, функции /т из С( У) и су
ществует точка у0СУ, не обладающая регулярной окрестностью. 
Тогда найдется функция не представимая в виде полино
ма от /։,..., /т с коэффициентами из С(Х).

Доказательство. Если найдутся точки у1։ у։бУ такие, что 
к(у1)=1г(у։) и //(У1)=//(У։) для всех 4=1,..., т, достаточно выбрать 
функцию /, разделяющую точки ух и у։. Далее будем считать, что 
функции /х....... /,л разделяют в совокупности точки множества к-Чх)
для каждого данного х£Х.

Переходя, если необходимо, к функциям //(у)—/<(у0), считаем, 
что /<(у) = 0 при всех 4 = 1,..., т.

Будем строить индукцией по п тройки окрестностей ип, УП, 
№П1 удовлетворяющих следующим требованиям:

1) Пп, Уп, ^7П попарно не пересекаются:

2) С7„=>К+1и^л+։;

3) зир|/г(у)|<— при уепп. 
I п

4) существуют такие уя€Ил, гп^п, что 1։(у„)—тс(гл).

В качестве Пп надо брать окрестность точки у0, удовлетворяю՝ 
щую условию 3. Поскольку у0 не обладает регулярной окрест
ностью, найдутся точки Ул-н, Зл-иб^Л, такие, что ’։(ул+1)=к(гл+1),

Рассмотрим компакт /С={ух, у։,. . .. гх, «X Заметим, что точ՝ 
ки ул, «л дискретны в относительной топологии К. Рассмотрим пос
ледовательность {ал}, где Лл=зир|//(ул)—//(гя)|. Согласно предполо

жению, сделанному в начале доказательства, функции // разделяют 
точки прообраза п-1(х) для каждого х^Х, поэтому а^>^. Из усло
вий 2—4 следует, что последовательность {ал} сходится к нулю. Оп
ределим функцию / на К следующим образом: /(ул) = /о^, /=0 в 
остальных точках К. В дискретных точках ул, гп функция / непре
рывна. Пусть убК\{Уп У։,... 21, Тогда /(у) = 0 и найдется
окрестность У точки у такая, что у&У при 1г<п. Поэтому для всех 

г^У имеем /(«)<— и, следовательно, / непрерывна на К. Продол- 
п.

жим функцию / на весь компакт У по непрерывности. Предполо-
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жим, что нашелся полином р с коэффициентами из С(А) такой, что 
Г=р(/г....... /т). Тогда имеем

Уап—/(Уп}—■ ■ ■> /т)(У«) ВС/1> ■ - /т)(гл) =
= (/1(Ул)~/1(2:"))Ф1(У'1։ 2»)+ +(//п(Ул) —/т(гл))<?т(Ул. 2«)>

где <?/(у,г)-^(А(у)....... /,л(у). Л(2), ■ - /т(г)) и ^-многочлене
коэффициентами из С(Х).

Поскольку (2/(у, г) ограничена на УХУ, имеет место оценка 
УГая = |(/1(Ул)—Л(2л))С1(Ул։ 2л)+ -|-(/т(Ул)—/т(2гл))<3т(уя> 2п)\<^Сап.
Но поскольку ал>0 для всех п и {ап} сходится к нулю, при боль
ших п оценка не выполняется, что приводит к противоречию. Лемма 
доказана.

2°. Из лемм 1—3 немедленно следует
Теорема 4. Алгебра С(У) является полиномиальным рас

ширением алгебры С(Х) тогда и только тогда, когда существует 
регулярное отображение г. из У в X.

Пусть В —коммутативная банахова алгебра, являющаяся полино
миальным расширением алгебры С(Х). Пусть Мд—пространство мак
симальных идеалов алгебры В, к—естественная сюръекция Мв на X, 
двойственная вложению Ф из диаграммы (1) и В—преобразование 
Гельфанда алгебры В.

Т е о р е м а 5. Преобразование Гельфанда В алгебры В совпа
дает с алгеброй С(МВ) всех непрерывных функций на МВ тогда и 
только тогда, когда сюръекция к регулярна.

Воспользовавшись теоремой 5 и результатами Линдберга. (2-3), 
можно доказать следующую теорему.

Теорема 6. Пусть В является расширением Аренса—Гоф
мана (4) алгебры С(Х), ассоциированным с полиномом а(£). Для 
того чтобы -В = С(Мв), необходимо и достаточно, чтобы для любой 
точки Х'Уё.Х нашлась бы такая ее окрестность и, что

<։(^)(х) = П(<-)./(х))’п« (3)

для х^П и некоторых непрерывных на П функций >./(л) таких, 
что ՝1ч{х)^='к1(х) для всех х(4Г и всех

Отметим, что если хотя бы один из показателей та в формуле 
(3) больше единицы, то алгебра В будет иметь нетривиальный ради
кал.

В заключение приведем пример, иллюстрирующий применение 
полученных результатов.

Пример. Существует такая полупростая банахова алгебра В, 
что Л1В=Х1ИХЯ, где Х1г Х9—компакты, А'1ПА'Я состоит из одной 
точки, В]х1^С(^¥1), В\х,=С(Хя), причем В=£С(Мв).

Автор выражает глубокую признательность С. А. Григоряну за 
постановку задачи и плодотворные обсуждения.
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Ա. Վ. ԿԱՐԱՐԵԳՈՎ

Շ(ճ)-ի պոլինոմիալ ընդլայնումների մասին

'Դտո։ք ձ-ն և Յ֊ն կոմուտատիվ ոլնիտալ բան ախ լան հանրահաշիվներ 
են։ Ասենք, որ Յ-ն ճ հանրահաշվի պոլինոմիալ շնդլալնոլյն է, եթե գո
յություն ունի միավորը պահպանող ինյեկտիվ Փ հոմոմորֆիզմ ձ-ից Տ 
այնպես, որ 

Փ
В

I

դիագրամ ան կոմոլտատիվ է, որտեղ 1-ն յհ հանրահաշվի բնական ներդրումն 
է ճ-ից գործակիցներով Հշ, . . ., X,, անհայտից կախված բազմանդամներ 
հանրահաշվի մեջ, իսկ '1֊Ն որևէ էպիմորֆիզմ է։

Դիցուք Շ(ճ) ե (7( X) X և V կոմպակտի վրա բոլոր անընդհատ 
ֆունկցիանե րի բան ախ լան հանրահաշիւներ են։ Ամեն մի Շ[ճ)~ը ¥}֊ի 
մեջ հոմոմորֆ ներդրմանը համապատասխանում է 'Ո Հ X—'X սլարեկցիա։

II սլուրեկցիան կանվանենք ռեգուլյար, եթե քէՀ ցանկացած կետը ունի 
այնպիսի \Հ շրջակայք, որ ԸՅրճ1^Ո! 1ր—1(X)< 1 ցանկացած XէX համար։

Թեորեմ։ Շ( X) նա նրա հաշիվը կլինի C(JV) հանրահաշվի պոլինո- 
միալ ընդլայնում այն և միայն այն դեպքում, երը դոյություն ունի 
« : X-ււեդուլյար սյուբեկցիա:
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