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Решение задач статики и динамики линейных упругих систем до
пускает существенные упрощения при наличии симметрии у таких сис
тем (։՜а). Основополагающим является гот факт, что приложенная наг
рузка может быть представлена в виде линейной комбинации состав
ляющих, преобразующихся по неприводимым представлениям группы 
симметрии. Аппарат подобного разложения, разработанный в (*) для 
систем с пространственной группой симметрии, относится к важному 
специальному случаю исходной функции, гак называемому случаю 
усеченной симметрии. Для систем, инвариантных относительно группы 
трансляций, соответствующий алгоритм был предложен в работе (5).

В настоящей статье излагается алгоритм разложения, пригодный 
для групп симметрии и функций более общего -вида.

1°. Рассмотрим множество II точек трехмерного вещественного ли
нейного пространства /?։. инвариантное относительно пространствен
ной группы (}. Будем называть основным параллелепипед, построен
ный на основных векторах п։, о2, а3 подгруппы 6'г трансляций группы 
С, а элементарным симплексом—замыкание наименьшей по включению 
односвязной части этого параллелепипеда, действуя на которую преоб
разованиями из максимальной точечной подгруппы //_ (/, можно пок
рыть весь параллелепипед. Выберем один из элементарных симплек
сов в качестве основного и присвоим основному параллелепипеду сим
вол .$000, а основному элементарному симпллексу символ Система 
элементарных симплексов Зт>т.т,п=/1П,т,т,НпЗО(Л}(гп1, тъ т3=0, 3 1, 
±2,...; п=1.2,.... Л) образует покрытие множества П. Че
рез /т։/п։т, обозначена трансляция на вектор и11ал-\-!Пга^п1лиу Пред
полагается, что Ил- тождественное преобразование и что порядок 
группы Н равен АС Заметим попутно, что все рассуждения, прове
денные для трехмерного случая, легко переносятся на случай 
пространства /?л с любым п.

Введем функции Тя(х<хху) (/.//*■ 1,2.........V), определенные на
основном параллелепипеде 5^, следующим образом:

11'п(*000;)='</п и. п 1.2,..., /V; Хос0/€«5о00/).
Разложим каждую из этих функций на составляющие, преобразующие
ся по неэквивалентным неприводимым представлениям точечной труп
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пы некоторого вектора &£й (Й—зона Брмллюена (5))
и к —

Ч'„(х№.) 2 V м?л.л д.) у, ։, 2........ .-V).
р.—1 ■'=!

где

/V* лс-//■•

В этих формулах Л1 —число неэквивалентных неприводимых пред֊ 
ставленнй группы /Лр, /,,—размерность ц-го неприводимого представ
ления, этой группы, ?$*)—элемент матрицы этого представления, 
.V*—порядок группы Нус

Из теории представлений пространственных групп следует, что 
функппп

Фпц V/ ( X т. т.,р, к)֊ 'ГН-К ш •(*«»/>. ^С/)А)схр[ /.4Г(/)А! • ат1Л1,ПТэ]
( 7 ~ I ’ — I • - ։ /' ~ 5 « 2, • • , Хд,։гп,/п4р — I щ ( I )

,т,пп=туа 14 м2о։фтла

при фиксированных //, /г и у. преобразуются по неприводимому пред
ставлению группы О. В формуле (1) через £(/) (/- 1,2...... А) обоз
начены элементы группы //, участвующие в разложении ее на левые 
смежные классы ио подгруппе //;. Заметим, что любая функция, за
данная на основном параллелепипеде, может быть представлена в 
следующем виде:

/■(Хосо;)—/’(Хй՝х>..1)М\(Х|лю.-) (/--1. 2, .... Л),

а. следовательно.
А' ,и /.Л

/•(х<т>)= 2 /•(хиюл)! V игда.(хоооу, к) О 1.2........Л). (2)
л—1 !>=։ ՝=։

2°. Рассмотрим множество ограниченных функции, определенных 
на множестве П. Ряд

«V
/■■(Хадл, Я։. з2, Ял)= V /(хя։։„,։т։О)ехр[/(/л1л։4-7гагаа+?7г3я3)] (3)

т । ,т։.т1-=—гк
( Хт։лг:<п։.՛: — ^/П1Л111П>ХооОл> ХооОд£-$000/։)

сходится в 5' к периодической обобщенной функции с 3-периодом 
(2-, 2п, 2к) (*). Ее можно рассматривать как обобщенную функцию 
на кубе Г{—?.2, а3<п} с отождествленными противоположными 
гранями. В качестве основных принимаются здесь бесконечно-диффе
ренцируемые функции на Г. Тогда

/(Хл^л,^) ֊֊— (^, ехр[ -/(т1а։֊|-77։а«а4-/л3а3) ]). (4)

Заметим, что (4) может быть записано так:
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— ~(7՜. ехр(—1к • аг.п1т]11и))’ (5)

Здесь функция /- рассматривается как обобщенная на зоне Бриллюе- 
на Й. Приняты следующие обозначения: =
—• | —« -• — •
к= — (^1՝ ^2՛ />3—основные векторы обратной решет

ки, ат • Ьп=*>тп\ т.п 1,2,3), V—объем зоны Бриллюена.
Обозначим через Д множество ограниченных функций на И, для 

которых соответствующее дискретное преобразование Фурье (3) име
ет следующий вид:

Л)«г0(х0, ЛН у + У (6)
,9=1 р«-1

(хй = л-о»л, п 1,2....... Л ).

Здесь F0(x0, k) — кусочно-непрерывная функция, определенная всюду 
в Й, за исключением конечного числа точек, кусочно-гладких по
верхностей и линий, интеграл от которой но области й—U. (£А—s— 
окрестность вышеуказанных точек, поверхностей и линий стремится 
к конечному пределу при а-*0; F2(xc. k) кусочно-непрерывная функ
ция. заданная на кусочно-гладких поверхностях и линиях Гр (/;= 1, 
2, ./л); 6(Л)—дельта-функция, $ГР—обобщенная функция на й, 
действующая по правилу

(/-'(л0, Л)оГл, <?) = j F(x0, £)<?(£МГр. 

Гр
Подставив (6) в (5), получим

/(x)«/0(^)4-/i(^)+/։W. (7)
где

Л(*) = у; ( ^о(хо. Л)ехр(— ik • amiW։„,)dQ(8) 
а

У։(х) = Т7 z*। Л/>)ехр( lli}, •
V p=J

/3(х)= р \ Ла(х0,1)ехр(-гЛ •

Гр

(X0 = X(X».t X = X(Tt.CT.fn|4։ 1,2,.. ч .V).
Заметим, что (8) может быть записано так;

/о(х)- 2 ( Fq(Xv ^')ехр(—ik • <in|BI^,)dQ;.
V р«։ J

Здесь через Й։ обозначен основной элементарный симплекс зоны 

197



Бриллюена. Остальные элементарные симплексы могут быть получе 
ны так:

(Л^/7).

Поэтому

Л»(а0. М)ехр(—МрЛ • «,П։т, 
«I

Воспользовавшись разложением (2) и учитывая (I), будем иметь

/о(*) = ■֊ 2 ( М)ФлпД*. ^7 (Ю)
V р.п 1 л ®|

1 /»’ .V - А'р .л -
/йя^2 2^(Мм)? 2Ф^1(л.М. (И)и р..\ л,.| > ।

I Р1 л Г - .и к
/М~ 77 2 2 рАхо* V 2 2 <12)/>*•! Л—I '.1—1 «=1

ГР

(А--хт 1т,ту, х0 = Х(ЮОЛ; //.. /= 1, 2.......... V; етр м2, тл=0, ± 1, /_2. .. .)•
Здесь /чР-размерность р-го неприводимого представления точечной 
группы вектора /г,.., М(, -число неэквивалентных неприводимых пред
ставлений этой группы. При выводе (10) учтено что функция
Л) суммируема в 9 и множество векторов с нетривиальными точеч
ными группами имеет меру нуль.

Таким образом, справедлива
Т ео р е м а. Произвольная функция из Д имеет дискрет но-конти

нуальное разложение (7). (10) (12) по функциям (1). преобразую
щимся по неприводимым представлениям группы (/.

Замечание. Пусть множество точек в формуле (6) инва
риантно относительно преобразований Ь£Н. Разбивая суммирование 
по р в формуле (11) на ряд суммирований по точкам Ь,,, располо
женным в пределах одного элементарного симплекса ЙХ/=1.2......  V
и учитывая (9), будем иметь

1 Г,,„ 4„ Д’
Л(*)=—2 2 2 2 2Л(^о.о.о^)г..^(^)^)Ф^(х, Лр).

|։,“* ՝ = 1 ЛЯ=1

Здесь £р-֊число левых смежных классов в разложении группы по 
точечной группе вектора Ьр.

Одесский инженерного рои гельный
институт
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Վ. 1Г. ՖՈՄԻՆ

Սիմետրիայի տարածական խմբով բազմության վրա տրված ֆունկցիայի ինտեցրալ ներկայացումը
Սիմետրիկ առաձգական համակարգերի и տ ա տ իկ ա յի և դինամիկայի 

խնդիրների լուծումներն Լական պարզեցումներ են թույլ տալիս։ Հիմնականն 
Լ հանդիսանում այն փաստը, որ կիրառված բեոնվածրը- որպես սիմետրիկ 
րաղմ ութ յան վրա տրված ֆունկցիա , կարելի Լ ներկայացնել ըստ րադմոէ- 
թյան սիմետրիայի խմբի չբերվող ներկայացումների ձևափոխվալ բադա- 
դրիչների գծային կոմրինացիայի տեսրովէ

Սիմետրիայի տարածական խմբով բազմության վրա տրված սահմանա- 
փակ ֆունկցիայի համար առաջարկված Է Ֆուրյեի դիսկրետ ձևափոխության 
լիրա հիմնված ալգորիթմ, որը թույլ Է տայիս ֆունկցիան ներկայացնել ըստ 
սիմետրիայի խմբի չբերվող ներկայացումների ձևափոխվող ֆունկցիաների 
դիսկրետ-կոնտինուալ վերլուծաթ յանով ■
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