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В работе получено замкнутое решение для задачи о колебаниях 
полупространства, вызванных динамической нагрузкой, приложенной 
в точке на поверхности полупространства на конечном расстоянии от 
начала координатной системы. Используются интегральные преобра
зования Лапласа и Ханкеля.

1. Основные уравнения движения упругого тела в цилиндри
ческой. системе координат. Известно, что в пространственных дина
мических задачах теории упругости перемещения точек упругой сре
ды можно определять при помощи скалярной и векторной потен
циальных функций Ф и Ф (1<։)

д<& , 1 дЧгиг=------ 1---------------- ;
дг г д<? дг

(1) г <?<р дг дг
<?Ф , 04% , 1 д^Г

«г= ——1----- ЗГ’дг дг г г д'?
где функции Ф(г, ®, г, и Ф’Дг, <р, г, /) (а=г, ®, г) удовлетворяют 
уравнениям

д’Ф' ’։ф-“ 'V ֊°֊ <2>
,.т._ Ь _ 1 Ъ + 2. Л _0

г3 г3 д'? дР г3 г3 д<? др
а։ = р/(Х4֊2О), Ь3=р/О, X и О—упругие постоянные Ляме, р—плотность 
материала, иФ\ ($=г, <р, г) соответственно компоненты перемеще-

. д3 1 д , 1 <?• д3ния и векторного потенциала, у —---- 1------------ 1------ ----- г — .
дг3 г дг г3 д<?3 дг3

2. Об одной задаче динамической теории упругости для по
лупространства (задача „А"). Требуется определить перемещения 
на поверхности полупространства, возбужденном действием динами
ческих нагрузок, которые приложены на поверхности полупрос
транства на расстоянии г0 от начала координатной системы.
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Граничные условия этой задачи можно представить следующими 
соотношениями:

<ък=о= —РЛ(*)8(Г—гв)3(<р), ■։„|г=0=— С?/2(О^(г-г0)8(<р), Ъ?к=о=О, (3) 
где Р и —соответственно амплитуды вертикальной и горизонталь
ной сил, приложенных на поверхности полупространства, /н?)—функ
ции от времени, определяющие вид динамической нагрузки, 8(г) — 
дельта функция Дирака (’), а2, с9, аг, -.гг, хгт и т:.ч—напряжения.

Вместе с условиями (3) следует пользоваться также условиями 
симметрии деформации полупространства относительно осевых плос
костей ч>=0 и ? = я

|?--՜О, тс — о, я = о тс —— О» (4)
Решение задачи «А» с условиями (3) и (4) можно построить в ви

де суммы решений двух вспомогательных задач «В» и «С», составлен
ных на основе задачи «А».

Задача „Вл. Вюдятся обозначения иР> (х=г, г, <р) для переме
щений и аналогичным образом для напряжений. Граничные условия 
этой задачи имеют вид

с<1’!г=о=- ^-/1(/)8(г- Го)18(?)-8(^֊<Р)], Ч։^-о=О,

Ч’>|г=о =-у/а(^)3(г-г0)[г(?)֊8(к-<р)]. (5)

Для этой задачи осевые плоскости <р=0 и ч>=к являются плоскостя
ми симметрии деформации, а плоскости <р=±—----плоскостями анти-

2
симметрии. На этих плоскостях име от место условия

«‘,)Ь=о.тс = хН|^о.тс = тО)|Р=о.тс^О
И(’»1 тс = И(’)| тс =0(’)| тс =о ' (6)г '¥=±-2 г 1»=±2֊ т ^”±2-

Задача „С. Вводятся обоз 1ачения «р для перемещений и ана 
логичным образом для напряжений.

Граничные условия этой задачи имеют вид

О^=о = ֊у/։(^(г֊г0)[г(<р) |-8(к-Ч>)|. тО|₽о=0,

— у/г(^)г'(г—Г0)Р(»)+8(гс—»)]. (7)А
*ЛьДля этой задачи осевые плоскости ф = 0, ч> = тг и <р= + — являются
2

плоскостями симметрии деформации, и на этих плоскостях имеют 
место условия

Ч V*!, о, тс = 0. тс=0. тс = 0- (8)

Решения задач <В» и «С» ищутся в виде
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и<т>_итсозт^, и^ — юпз\пт^, и^^чотсозт^ (тп = 1,2). (9)
Исходя из обозначений (9) для решения вспомогательных задач 

«В» и «С» потенциальные функции Ф(я'1(7՜, <р, г, /) и <р։ г, О
(/71=1,2) берутся в виде

ф('п) = фт(г, а, /)соз77гч>, Ч'(,т) = ф('п>(г, г, Г)51пту' 
ЧГ(я1)= X ф|">)(г, г, 0+Ф^т,(г’2> 0 81п7/г<р

2 (771=1, 2). (10)
^0”) = II ф<я1)(Г, 2, О —Ф^’СТ՜, 2, I) 1сО37ПЧ>

Такое представление потенциальных функций является удобным при 
удовлетворении условий задачи.

Подобным образом решение одной динамической задачи для полу
пространства построено в работе (4).

Функции, входящие в (10), удовлетворяют уравнениям
/ д2 \ / д2 \

/ д2 \ / д2 \
(>„_ -ь։ =(т2„,+ ֊ь*֊)ФГ=о

(т=1, 2), (Н)

где Т2=^
дг2

\ д д2
г дг дг2 г- '

Используя преобразования Лапласа и Ханкеля, решения уравне
ний (1) берем в виде

6*+/ со с?

ф<”’ = Л՜ С I Р-ЛпОт-)^, 2, ?)с/₽
2га. I

<Р"*=^7 ( г.

С—/сю 0

С+/ со СО

ф<т)= С м(₽г)ф^)(₽, ?,
.) .1

С— /ос 0
где Ул(х')—функция Бесселя первого рода от действительного аргу- 

» *
мента, а функции тт и ՛}։'"’ (х = ?, 1, 2) удовлетворяют уравнениям

д2'ат * д2,^т^ »
__ _(з« ря»?)?я։= ֊—- -(₽։+^։)е’=о. (13)

Решения уравнений (13) берутся в виде

^п = В('")(р, 5)е-»/₽’+«М։ фРп) = 5.т)(р> 1)е-г/,։ (14)
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i де учтены условия для обеспечения единственности решения.
Известно, что функции (s = r, z) могут быть связаны друг 

с другом любым линейным соотношением, которое выбирается в со
ответствии с рассмотренной задачей (4-5). Как в работе (*). здесь ис
пользуется соотношение dlv4 =0.

С учетом использованных обозначений эта связь примет вид
* 

# # 5ф(т)
₽(Ф(1Я”-Ф^))=2-^- (И=1, 2) (15)

или
(т=1, 2). (16)

3. Определение перемещений для задач. «В» и «С». Используя 
вместе с обозначениями (9) также и обозначения

a0n)_ o0")Cos/ra<p, = T^cosmy, — t^sln/n?, (17)
легко видеть, что условия (6) и (8) удовлетворяются тождественно.

Представляем условия (5) и (7) в виде
2Р

о<-)(г, 0, 0 = -֊-Л(О8(г-г0).

т^(г, 0, 0±>)(г, 0, 0 = ֊—/։(ОЦг-г0) - <гг

(18)

Выразив по известным формулам напряжения при помощи 
функций <рт и ՛]>։}”) ($=£, 1, 2), далее удовлетворив условиям (18), 
определим функции интегрирования В^ и Подставляя найден
ные значения в формулы для перемещений, для определения пере
мещений на поверхности полупространства получим следующие выщ- 
ражения:

Г-4-1 ОО со

■пт(г, 0, 0 = - — (՛
2гл 3 жр, о 1 1

С— 1сс О
-₽(2₽«+R») 1 _^_7։(Е)д(Р։ Е)/п/т(₽г0)1, (19)

C-f-Z •• оо

ит(г, 0, t)+vm(r, 0, f)=--L jMt ^[^'")[287(₽Ча*£’)(₽Чй։£։)֊

с—lex О

֊֊p(2^+w)]_F<-»)eW₽’+^։ + ■^:А(0(₽,+^)'ЩР, ?)/nJm(₽r0))

(20)
C-j-l Л «*■

ит(г, 0, t)-vm(r, 0, f)= ± (—7֊[2₽^(₽։4-а։е։)(₽։+*■*■)-
2TC*J J ^(р» Ч I

С—Igo О

-Р(2РЧ-^։)]-^т)^՜ ₽։ + + (21)
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+ b^)-TD(P, Omym(pr0)l
uGpo’E* J

Здесь использованы обозначения:

D(P, 0=4K(P+a’W+W) -(2₽*+W)։,
/=ЧГ»(₽, I) — [Го^+1(Рго) + Tjrz mJM ],

irO լ Հ*Ե*

0-----^7։(Տ)ր<Հո(թր0)----
n(j kGs’d1

A(Q- J e֊^fm(t)dt. 
0

Интегралы в правых частях выражений (19) —(21) понимаются в 
смысле главного значения Коши. При вычислении этих интегралов 
учитываются корни уравнения £)(Э, Е)=^0.

Другим способом одна несимметричная динамическая задача 
для полупространства рассмотрена в работе (').
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Հայկական ՍՍՀ ԳԱ թղթակից անցա մ Բ. է. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆԿիսաաարաձության մեջ աոաձգական ալիքների տարածման մի խնդրի մասին
Աշխատանքում ստացվել է փակ լուծում կիսաաարածության տատա

նումների վերաբերյալ խնդրի համար։ Տատանումներն առաջանում են կիսա֊ 
տարածության մակերևույթի վրա կոորդինատային սիստեմի սկզբնակետից 
վերջավոր հեռավորության վրա գտնվող կետում կիրառված դինամիկ ուժերի 
ազդեցության շնորհիվ։

Խնդիրը լուծվում է Լապլասի և Հանկելի ինտեգրալ ձևափոխությունների 
օգտագործումով։

ЛИТЕРАТУРА — 'К’Ц.ЧЦ.ЪПЬР-ЗПЬЪ

1 J. D. Achenbach, Wave propagation in Elastic Solids, North-Holland Publ. Co. 
Amsterdam, 1973. ։ С. Л. Соболев, в кн.: Ф. Франк, Р. Мизес, Дифференциальные 
и интегральныеТуравнения математической физики, ч. 2, гл. XII, ОНТИ, Л..—М„ 
1937. * И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов, Обобщенные функции и действия над ними, 
2-е изд., Физматгиз, М., 1959. 4 Chl-Chang Chao, Journal of Appl. Meeh. (Trans. 
ASME, ser. E), v. 27, №3 (I960). 5 Г. И. Петрашень, H. С. Смирнова, Б. Я- 
Гельчинский, Уч. зап. ЛГУ Серия мат. наук, вып. 27, №170 (1953). • Е. И. 
Шемякин, В. Файншмидт, Уч. зап. ЛГУ. Серия мат. наук, вып. 28, № 177 (1954).

122


