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Как известно, для всякого простого р и натурального числа 5 
существует с точностью до изоморфизма единственное поле Галуа 
ОР(д) порядка д=р*.

В настоящей работе приводятся некоторые результаты относи­
тельно возможности построения неприводимых полиномов; если по­
лином неприводим над полем О/7^), то какой вид имеет его разло­
жение над полем ОР(д'н).

В работе рассматриваются только нормированные полиномы, т. 
е. полиномы, старший коэффициент которых равен единице.

п
Пусть /(х) = у аихи—неприводимый над полем ОЕ(д) полином 

и=0

степени п. Известно, что все корни полинома /(х) принадлежат полю 
О/7^1*), где я\« и О/7^՞)—минимальное поле, содержащее все корни 
полинома /(х).

Кроме того, если а —корень полинома /(х) в расширении поля 
О/7^), то а, а«, ..., а*"՜1 образуют совокупность всех корней /(х) (։).

Пусть любой элемент расширения ОЕ(д). Полином £(х), наи­
меньшей степени над полем ОЕ(д), такой, что £(?)֊=(), называется 
минимальным полиномом или минимальной функцией для Ясно, 
что минимальная функция &(х) для любого элемента 3 является не­
приводимым многочленом над полем ОЕ(д) (1).

Элементы поля, минимальные многочлены которых равны, назы­
ваются сопряженными. Значит, элементы а, а’, ..., а’՞՜1 являются 
сопряженными.

Будем говорить, что 3 является собственным элементом расши­
рения поля ОР(д) степени т, если $£СР(дт) и №ОЕ(да), где (1—лю­
бой собственный делитель т. В этом случае пишется йе§(Э) = /и.

Теперь приведем некоторые результаты.
Теорема 1. Если (т,п)=<1 и Дх)—неприводимый над полем 

ОЕ(д) полином степени п, то разложение полинома Дх) над по­
лем СЕ{дт) содержит б различных неприводимых над полем 
СЕ(дт) полиномов степени п/д, все коэффициенты которых при­
надлежат полю СР(<Д) и которые имеют хотя бы один коэффи­
циент Ьи такой, что б^ДЬи) = (1.
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п
Пусть лап произвольный полином ц(х) - V Ьихи степени Л с 

1 и О
коэффициентами из поля О7'(<7'"). Обозначим

К<"')(л)~£ Ц'х“.
и О

Теорема 2. Пусть Дх)—произвольный неприводимый, над 
полем ОЕ(д) полином степени п, а ц(х) простой делитель сте­
пени п/с1 полинома Дх) над полем (Н-\д"։), где (п, т)=с1. Тогда 
полиномы ц^\х), где ()</<«/, неприводимы над полем Ор(дт) и 
/(л)= п\н«',(л) над полем С1Р(д"։).

Ь=0
Доказательство. В самом деле, пусть /(л)—неприводимый 

над полем ОР(д) полипом степени п. Тогда согласно теореме 1, если 
(/«,/։) = г/, то разложение полинома Дх) над полем СР(дп) содержит 
(1 различных неприводимых над полем СР(дп) полиномов степени 
п/й, все коэффициенты которых принадлежат ()Р(да) и которые име­
ют хотя бы один, коэффициент Ьи такой, что беи(6и) = с(, т. е.

£/

Дх)--- 1\Д(Х). (1)
1 ।

Как уже отмечалось выше, поле ОР(дп) содержит все корни по­
линома Дх), и если а—произвольный корень /(л), то элементы а», 
а’’,..., я*"՜՛ также являются его корнями и все опи различные, так 
как Дх) неприводим над полем ОР(д). По этой же причине, так как 
согласно теореме 1 /Дл) —различные неприводимые над полем СР/д՛1) 
полиномы степени п/й, все корни полиномов //(л) принадлежат 
ОР(д") и они различные. Вследствие того, что /Дл) —различные по­
линомы (неприводимые) над полем (1Е(дт), и согласно соотношению 
(1) множества корней полиномов /(л) и /;(л) совпадают.

Допустим, а—корень полинома Дх), являющийся одновременно 
корнем полинома Я(л). Общность доказательства теоремы не нару­
шится, если предположить, что Д(х) = g(x). Ясно, что я, а’</, а^, ..., 

являются корнями полинома /։(л). Теперь нетрудно убедить­
ся в том, что а, п?, ..., я'՛*՜1 корни различных многочленов, входя­
щих в разложение Дх). Так как их количество равно (1, то в разло­
жении (1) каждый полином Д(х) имеет корень из множества я, 
я’, ..., я’"՜1.

Допустим, я«', где 0^1<\1, является корнем многочлена fl-l{x) 
и покажем, что я«' является корнем полинома к1''Дх). Действитель­
но,

п

ё(ч'\а1‘)= V 0*'(я«')“.

Отсюда в силу тождества Галуа имеем
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/ V*

^ («’') = V Ьияи = (^(.))«, = б.
\а=-0 /

Но, так как Д+Дх) является минимальным полиномом а*1, то 
ф1+\(хУ\^‘\х'). Учитывая, что ^(Л+1(х))-=5/(^«')(х)), и нормирован­
ное™ //+1(х) и £(/''’(х), получим /,+։(х) = ^<«'>(х). Значит, не­
приводимый над полем ОР(д'п) полином, и этот полином делит /(х) 
над полем ОР(дт). Тем самым теорема полностью доказана.

Теорема 3. Пусть g(x)—произвольный неприводимый над 
полем ОР{дт) полином степени п, все коэффициенты которого 
принадлежат полю ОР(да), где с1\т, и который имеет хотя бы 
один коэффициент йе£(аи)=</. Тогда полиномы вида где 1=^
=^Ку1, неприводимы над полем СР(дт).

Доказательство. Ясно, что ё(х) неприводим надполем 
ОР(д‘1). Допустим, что полином ё(х) принадлежит показателю е и а 
является произвольным корнем ё{*) в некотором расширении поля 
ОР(да). Тогда е является порядком а. Как известно, 1 и
е{ 1, если к<^1п (х). Используя этот факт, докажем, что су­
ществует неприводимый над полем 6Р(д) полином /(х) степени дп, 
который делится на ё(х) над полем ОР(д(1). Действительно, соглас­
но теореме Дедекинда полином х’՛"1՜1 —1 имеет над полем ОР(д) 
следующее разложение:

х^л֊։-1 = П /в(х), 
о\</л

где Л(х)—произведение всевозможных неприводимых над полем 
ОР(д) полиномов степени V (1). Следовательно, так как е\д'1п—1, то 
получим

П (2)
о\</л

Если одновременно с формулой (2) учесть также сепарабель­
ность х’"'1՜1—1 над полем СР(д) (*), то станет ясно, что существует 
единственный неприводимый над полем ОР(д) полином /(х) такой, 
что /(։)=■ 0, следовательно, £(х)\/(х) над полем ОР(д“). Покажем, 
что вЦ/(х)) = ап. Действительно, если предположить, что $/(/(х)) = 
=1г<с1п, то, так как /(г)=0, е\д’՝ -1, что невозможно. Теперь, ис­
пользуя теорему 2, получим, что полиномы ё^'Чх) неприводимы над 
полем СР(да).

Теорема 4. Пусть ё(х)-произвольный неприводимый над 
полем ОР(дт) полином степени п, все коэффициенты которого 
принадлежат йр(да) и который имеет хотя бы один коэффици­
ент аи такой, что бе§(«и)=й?, где Л\т. Тогда полином вида /(х) = 

а-1
= П ё{ч 4х) неприводим над полем ОР(д).

1=0
Доказательство. Пусть полином ё(х) принадлежит показа­

телю е. Как известно, количество неприводимых над полем СР(дт)
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<р(е) 
полиномов Степени Л, принадлежащих показателю е, равно------, где

п
«р(е)—функция Эйлера. Как доказано выше, если существует непри­
водимый над полем ОР(дт) полином степени п, все коэффициенты 
которого принадлежат СР(да), и существует хотя бы один коэффи­
циент аи такой, что <1ей(а(,)=</, то если этот полином принадлежит 
показателю е, то существует неприводимый над полем СР(д} поли­
ном степени пд. Как известно, из существования одного полинома 
степени пд, принадлежащего показателю е и неприводимого над по- 

т(е)
лем СР(д), следует существование —— таких же полиномов. 

ап.
Используя теорему 1 и учитывая, что разложения над полем 

СР(д) полиномов /։(л) и /։(л) не могут иметь общего множителя, 
получим следующее: разложение над полем всевозможных
неприводимых над полем СР(д) полиномов степени пд и принадле- 

^ф(е) ч>(е)
жащих показателю е содержат ровно —— —------ различных пе­

ла п
приводимых над полем СР(да) полиномов степени л, принадлежащих 
показателю е. Теперь ясно, что для любого неприводимого над по­
лем СР(дт) полинома &(х} степени л, все коэффициенты которого 
принадлежат С։Р(д՛1} и который имеет хотя бы один коэффициент аи 
такой, что с^(л„)=-гЛ имеется неприводимый над полем 0/7(у) по­
лином /(л) степени пс1, который делится на полином g(x) над полем 

</—1
ОР(дт). Следовательно, согласно теореме 2 получим /(л) = П ё(9‘^(х), 

1=0 
что и требовалось доказать.

Следствие 1. Если /(х)—произвольный неприводимый над 
полем СР(дп‘) полином степени л, принадлежащий показателю е, 
все коэффициенты которого принадлежат полю СР(д<‘), где с1 т, 
и который имеет хотя бы один коэффициент б^(аи)=с1, тогда 
Р9'\х) неприводимый над полем СР(дт) полином степени п для
любого принадлежащий показателю в, а Р(х)

п= П
/=о

(х)—неприводимый над полем СР (д'} и принадлежащий по­

казателю е.
Следствие 2. Если /(х)—произвольный неприводимый над 

полем СР(дт) и примитивный над полем СР(да) полином степени 
л, все коэффициенты которого принадлежат полю СР(да), где 
с1\т, то /<«'>(л), где 0<7<лг, примитивен над полем СР(д‘1), а 

Р(х)— II /^(х)—примитивный над полем СР(д) полином степени 
1=0

<1т.
Автор считает своим долгом выразить искреннюю благодарность 

Р. Р. Варшамову за полезные советы в процессе работы над статьей.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

72



Մ. Կ. ԿՅՈՒՐԵ՚ԼՑԱՆՎերջավոր դաշտերի վրա բազմանդամների վերածելիությունը և անվերածելի բազմանդամների սինթեզը
Աշխատանքում ապացուցված են մի շարք թեորեմներ, որոնք հնարավոր­

ություն են տալիս անվերածելի բազմանդամներ կառուցել բացահայտ տես­
քովի Գա լուայի կամայական դաշտի վրա։ !'ացի այդ, ստացված է Գալուայի 
ՕթՀվ) դաշտի վրա անվերածելի բազմանդամների վերածելիության տեսքը 
ՕթԼվ"1) դաշտի վրա։
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