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Вычисление коэффициентов интенсивности напряжений в бесконечных 
областях, содержащих вырезы с угловыми точками границы

Рассматривается задача о напряженно-деформированном состоя
нии бесконечной плоскости с вырезом, симметричным относительно 
оси Ох. Предполагается, что вырез имеет угловую точку, в окрест
ности которой его граница совпадает с углом произвольного раствора. 
Па границе выреза приложена постоянная распределенная нагрузка, 
действующая вдоль оси Оу.

На основе метода Мазьи—Пламеневского (') коэффициент интен
сивности выражается через известные параметры и некоторый интеграл 
от приближенного решения задачи. В частных случаях прямолинейной 
внутренней трещины и лолубесконечной трещины, нагруженной сту
пенчатой нагрузкой, получены формулы, совпадающие с известными. 
В случае, когда вырез имеет вид ромба, получены численные значе
ния коэффициента интенсивности. Для входящего бесконечного угла, 
нагруженного ступенчатой нагрузкой, получена аналитическая фор
мула.

Рассмотрим бесконечную область <£2) с внутренним вырезом 
совпадающим при х^О с углом раствора 2(я— №) (см. рис. 1).

X

Рис. 1.

°уу=— Р-

Пусть на границе выреза задана нагрузка.
Для функции Эри имеем краевую задачу:

ДДФ(х, у) = 0, (х, у){42,

Ф(*. У) = ?1(*); ~ (х> У) = <р։соз(лГх) (х, у)е<Х2 
дп.
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(1)

Раф' д2Ф. д*Ф 1 \ ^2 = х։_|_у2_чоо,
дх։ ’ дуг ՝ дх, ду \Рг/

где <?!=— Ру; <?,=-----Рх.
Л/

„Х։
Рассмотрим в области Я функцию и)— Р ? •

на дЯ —- =—Рхсоз(«, х). Введем новую функцию 
дп

Р(х, у)=Ф(х, у)—®(х, у)>)(р), (2)
(о, ?)—полярная система координат с центром в угловой точке; ^(р) 
срезающая функция

1. Р<Р1
7/(р) = гладкая функция, Р1<р<Р։, 

,0. Р>Р»
причем 0<Р1<Р։<Са- 

д д Учитывая, что на стороне угла — = — и, следовательно, 
дп д<р

— 0, для Р(х, у) имеем следующую краевую задачу: 
де

дт/ 
дп

Д։Р=—Д2(«п}(р))=/(х, у) (х, у)бЯ, 

р(-«.у)=?։(-*)11—п(р)]»

у (■», у) = ч>։(х)[1—т)(р)]соз(лГх) (х, у)£(?Я, 
оп

(3)

д'Г дгР д*Г 
дхг ' дуа ’ дхду

р—»оо.

Задача (3) имеет однородные граничные условия в окрестности 
угловой точки, что позволит теперь для вычисления коэффициента ин
тенсивности воспользоваться методом Мазьи—Пламеневского (՛).

Согласно (2) в окрестности угловой точки функция Р(х, у) пред
ставима в виде

Р^Ср1+х^х(?)Н-О(р1+х); (4)
здесь С—коэффициент интенсивности, который в силу (2) совпадает 
с коэффициентом для функции Ф(х, у); X—решение уравнения

з!п(2Хш) = —).з1п(2та);

£х(«р) = соз[(Х— 1)ч>] _ соз[(Х—1)то] 
соз[(Х4֊1)®]

созЦ)֊+ 1)ср]

(5)

(6)

Следуя методу Мазьи—Пламеневского, для определения коэффи
циента интенсивности С воспользуемся формулой Грина для бигармо- 
нического оператора
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(7)
с... Л1С,^С к дГ\.-I (/^ДЧ՛—■оД*/7)^5 = I ( Л------------ Д/7----------- V-------------— 1^1 .

) .; дп. дп оп оп/

Интегрирование в (7) ведется в специально выбранной области 
5, границей которой служат два луча Г|={(р, у): ։<Ог<7?՛ ?=+“} и 
две окружности Г,={(р, ?): р = е, |®)<®}, Гр={(р, ®):р=/?, 
(си. рис. 2).

Рис. 2.

Кроме того, в (7)՜ Л(х, у)—решение задачи (3); ъ(х, у)—неэнергети
ческое однородное решение бигармонической задачи в угле
«(Л,

®(р, ?)=Р1-хё'-х(?),
ди
дп г.

=0. (8)V

Показатель особенности в (8) выбран таким образом, чтобы 
интеграл по окружности (Г։) в (7) не зависел от ее радиуса(г).

Легко видеть, что в силу соответствующего убывания подын
тегральных функций на бесконечности интеграл по Г# при /?-*оо 
стремится к нулю, а интегралы по Г/ остаются при этом конечными.

Вычислим интегралы, входящие в формулу (7). Интеграл по Г, 
при е->֊0 легко вычисляется, если учесть, что в окрестности угловой 
точки функции ^(х,у) имеет место разложение (4). После некоторых 
преобразований получим

7,==8СА[2тасоз(2)-та) -Н!п(2та) ]. (9)

Интеграл по лучам Г< представим в виде суммы:
Р1 р» Д оо

Л,= Л(р)г/р+ у В(р)с1р+ С(р)^р+ у О(р)о!р. (10)

0 Р1 р* а

Из-за однородных граничных условий на части границы 0<^р<СР1 
первый интеграл в (10) равен нулю; второй интеграл выражается че
рез некоторые интегралы от срезающей функции и ее производных:
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рк = |’р*-ч(р)4/о, I р*-у(р)^р-

Р1 Р*

Третий интеграл удается взять в явном виде. Опуская громоз 
дкие вычисления, выпишем окончательное выражение для коэффи
циента интенсивности:

Р
С 2лгисо8(2>֊‘ге>)+'֊81п(2,к>)

- — 81п[ (՝'-+1)®][Хсоз*®—81п*(Х®)]4- — У

где ֊/= [ (ьъ— — Ф—-Уар при <р=та. Интегрируя по частям, учи- 
Л \ дп дп / 
а

тывая граничные условия при р — а и условия на бесконечности, по
лучим

от '
—8з1п[(<4-1)ги] (’о„р-Мр+8со8[(>«4-1)®] ^ТР“>С?Р- 

«

Рассмотрим некоторые случаи.
1. Задача о растяжении плоскости с внутренней прямолинейной 

такой задачи имеет видтрещиной длиной 2а. Функция Эри для

Ф-—Ре
1

I ֊1֊

при р=а—х, у = 0 имеем
2 / ________ ,_______
— Ф = < (р—а)у р1—2ар — (р—а)я— аг1п(р—а+г р1— 2ар) а21па

В силу симметрии задачи ---- =0. Остается воспользоваться фор-
дп у—о

мулами (14) и (15). В результате получаем С—Д|/ что соответ

ствует известному выражению (3).
2. Задача о напряженно-деформированном состоянии плоскости 

с входящим углом, нагруженным силой ауу = — Р, распределенной на 
отрезке длиной а, включающем вершину угла. Очевидно, в этом 
случае 7=0 и для коэффициента интенсивности имеем аналитическую 
формулу

С = /3а1~х81п[(1Н֊1)'ге>]{).С08!|то—81п*(Хта>)}
(1 -л)։[2Хадсо8(2Хто)4֊/.81п(2та) ]

9 п _
В случае полубесконечной трещины (м=т.) С——Уа, что совпадает 

с известным выражением Р).
3. Задача о растяжении плоскости с вырезом в виде ромба. В 

этом случае при вычислении интеграла У использовалось численное 
решение задачи, полученное при решении интегрального уравнения 
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.'Лусхелишвили при использовании конформного отображения Крис
тоффеля-Шварца. В таблице приведены значения коэффициента ин
тенсивности для плоскости с входящим углом (Сх; и для плоскости 
с вырезом в виде ромба (С#) в зависимости от величины ш (значе

ния С отнесены к величине Л*1/ у)-

ТУ Կ,օն֊ 0,6т. 0,65 т. 0.7֊ 0,75֊ 0,8՜ 0,85֊ 0,9- 0.95- Г.

Са, ԿՀձն 0.45 0.57 0.67 0.75 0.81 0,86 0,89 0.9 0,9

Ся 0,66 0,75 0.86 0.94 0,99 1,0
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Ն. Ա. ՄԱՏնԽԻՆ, Ն. Ա. ՆԻԿՈԼՍԿԱՑԱ

Օգրագծի վրա անկյունային կետերով կտրվածքներ պարունակող անվերջ 
տիրույթներում լարումների ինտենսիվության գործակիցների հաշվումը

Օհ առան ցքի նկատմամբ սիմետրիկ կտրվածքով անվերջ հարթության 
լարված և դեֆորմացված վիճակի խնդրում հաշվվում է լարումների ինտեն
սիվության գործակիցը։

Կտրվածքն ունի անկյունային կետ, որի շրջակայքում նրա եզրագիծը համ- 
ընկնում է կամայական բացվածքով անկյան հետ։ Եզրագծի վրա կիրառված է 
հաստատուն բեռ։
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