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Понятие дискриминантной формы объединяет и обобщает поня­
тия результанта (в частности, детерминанта) и дискриминанта. В от­
личие от работ (1։), в которых понятие детерминанта обобщается с 
сохранением его формально-алгебраических свойств, пас больше ин­
тересует геометрическая сторона вопроса.

Пусть А = АЛ'*Х ... ХАл’т=Ал/—пространство семейств однород­
ных полиномов ..../т), определенных на аффинном прос­
транстве А" и имеющих степени degf^si,. Целочисленная последо­
вательность s = (Sj, •?», .... sm) называется мультистепеныо семейства 
/, ею вполне определяется пространство А = А4. Все рассматриваемые 
•полиномы считаются определенными над фиксированным алгебраи­
чески замкнутым полем нулевой характеристики, п^>1.

Уравнения /*(х) =0, А= 1, ..., т определяют подмногообразие 
Z в АХР՞՜1. Проекция на первый сомножитель рх: Z—>A является 
расслоением на полные пересечения Xf гиперповерхностей Х^ в 
Р«-1 = Р(АЛ). Проекция на второй сомножитель р2: Z-^P՞՜1 представ­
ляет из себя аффинное расслоение со слоем коразмерности т в А. 
Поэтому многообразие Z гладко, неприводимо и имеет размерность 
dim Z=(n—1) + (N—т).

Полное пересечение Xf в общей точке / пространства As нео­
собо и имеет коразмерность т в Р’՜1. Размерность Xf в произволь­
ной точке f зависит от ранга якобиевой матрицы #■(/) = 
= Подмногообразие S многообразия Z определим
эквивалентными условиями

(? ; I = ^Slng X7
[ dim XT^>max(0, n—tn),

<=>r^(®)(O<Cmin(m> n).
Очевидно, многообразие & и его проекция замкнуты в

топологии Зарисского соответствующих пространств.
Определение. Проекция у- многообразия 8 в Af называется 

дискриминантным многообразием мультистепени s. Таким образом, 
дискриминантное многообразие есть замкнутое множество простран­
ства А,, над которым слои проекции рг специальны (особы или име­
ют подскок размерности).
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Предложение 1. (I) При, rn^-n дискриминантное многооб­
разие У неприводимо и имеет коразмерность т—п—1 в Лг.

(Il). При т^п

codlm^U ’’ если не все 5*=1’
(п—т-гГ), если $*=! при всех ^£[1, т\.

Доказательство теоремы опирается на две леммы.
Лемма 1. (I) При т^п, а также при т<^п, когда не все 

Sh™ 1, k<z[ 1. т\, проекция р1-. У֊-Ч является рациональным ото­
бражением степени 1 и dim§ = dim^.

(II). Если т<^п и все $*=1, /г£[1,т]. общий, слой, проекции 
ру-.'У-% изоморфен Р"՜” и dim^=dim§—(п—т).

Действительно, в первом случае единственным прообразом об­
шей точки « дискриминантного многообразия § является точка (ч>, 
где ?—единственная особая точка А’т, если т<^п, или единственная 
точка если т'^п. Во втором случае

(?, E)^^dhnZp>fl — т— 1э»0,
поэтому /771(«р)=?С?=Рп՜'" для общей точки <р.

Л е м м а 2. Для любого [1, л] на открытом множестве Zj мно­
гообразия Z, определяемом условием Xj=£0, j-тый столбец якобие- 
вой матрицы, является линейной, комбинацией остальных
столбцов.

Для доказательства леммы 2 достаточно заметить, что для лю­
бой точки (ч>, Е) многообразия Z

п
2 d?kldxi(Vfa=O, А£[1, т\. 
/=1

Из леммы 2 следует, что rk(#(1 на Z. Поэтому при 
т^>п многообразие § совпадает с Z, и, следовательно, У=p^Z) не­
приводимо и dim У ■-= dim Z=-A/4֊(n— 1) — т.

При m<ji в общей точке (/, х) многообразия Z rk(^( fY) = m и 
rk||6</f,/dx/||Jjyi-- ™ [ = /71—1. Согласно лемме 2 на открытом множест­
ве Z/„ многообразие S определяется уравнениями

dfx
. =0 ^П'лГ\{/о. А........Л-1})-

ОХ/ j

Следовательно, dim §>=А(-|֊(л— 1)—т—(п—m) = N—1. Так как yy=As, 
то в случае, когда не все sft = l, А£[1, иг], получаем codlmx^=l. Ес­
ли Sii=l при всех &£[1, л?], то якобиева матрица составлена из 
коэффициентов линейных форм /*, поэтому вышеприведенные урав­
нения независимы и определяют многообразие § размерности N— 1. 
Ввиду леммы 1 dim У = (N— 1) — (п—т).

Следствие—определение, (i). При т^п идеал дис­
криминантного многообразия У порождается конечным семейст­
вом форм, называемым системой результатов однородных поли­
номов fltfm (3).

(II). Если т<.п и не все sft=l, ^[1,м], идеал порожда­

ть



ется одной формой Ш8Сц(Л....... /т) = б18ся(/), которую мы будем
называть дискриминантом конечного семейства однородных поли­
номов ....... /т). Дискриминантная форма однозначно опре­
деляется условием нормировки

й1зсл(х?+ ... 4-х;!_т+1.------■<»”+ +хлт) = 1- (и=1;л-1,-п).
При т=п система результантов состоит из одной формы, сов­

падающей с дискриминантом. Отметим, что согласно предложению 
1 результант й18Сл(/1, ../л) является неприводимой формой и в 
случае, когда все полиномы/й> Л£[1, /г] линейны, он равен детерми­
нанту матрицы коэффициентов Следующие свойства дискрими­
нантной формы являются обобщениями соответствующих свойств ре­
зультанта (см. (4)). Они справедливы при условиях А£[1,т] и 
при т<^п не все 8* = 1.

Ас. Для любой подстановки
б18Ся(/3(1), . . ., ~ Ил " 618СЯ(/^, . . ., /т)-

При т = п ил = где г„—функция четности на симметрической 
группе 5п. При т = п—\ |м=1.

5°. Если однородный полином фт—фт принадлежит идеалу 
/«-։). то

б18Сл(_/1» . . .1 /т — 1, фп)—У֊В ՛ 618СЛ( . . ., /т_\, /щ)-
При т = п = 1- 

л
С°. Предположим, что ак(х) = у ащх^ А£[1, <], /<т—линей- 

ные формы, у-(а)—якобиева матрица семейства а=(а1,..., а։), 
й—определитель, составленный из ее первых / столбцов, Д,(а^) — 
определитель, получаемый из А заменой 1-того столбца на ]-тый 
столбец а> якобиевой матрицы ^(а), Л=/*(Д1(а'+1)хм1+ • < • + 
+ йТ(ап)хп.......+ ... + Д,(ая)хл, -Дх<+1.............................................. -Для), /г£
С[< + 1, т\. Тогда

<И5Сл(ах...........а,, Л+1................./т) ■ Д'-сПвСл-ДЛн, ..., /й).

И°. Дискриминантная форма обобщенно-мультипликативна 
относительно своих переменных

........... /т-1, /тД)-=

б18Сл(_/1։ . . ., /т—I, /ш) ' <118Ся(֊/1։ . . .1 /т—1, т — П\
_ Но։118Сл( .Д, . . ., /т—1, /т) ■ (И8СЛ(/Г1, . . ., /щ-1, /т) ■ 618СЯ( /р . . ., /т—1>

, /'), т=п— 1;
О, т</г—1.

При т<^п формула справедлива без ограничения тах$^>1, если 

считать дискриминант семейства линейных форм тождественно 
равным 1.

Е°. Пусть й]—определитель, составленный из первых (т— 1)- 
го и (у—1)-го столбцов якобиевой матрицы ^-(/) семейства 
= (А......./т), Л получается из /к подстановкой хп=0. При т<п
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615Ся(/1, . . ., /п, Дт+1...........Дл) = '£б15Сл(Уг............/я,)7 • (И5СЯ_1(Д, . . /й)*

Если. гп*=п—\. то Т=--Р=\.
Е'‘. Степени дискриминантной, формы относительно пере­

менной. ф> и полная степень при т равном п, п—1 и 1 задаются 
по формулам

(1ев*с115Ся( /........ /л)=5։... 5* ... $я, с!е? сИзсл(/г, ...,/л) = з1... $я£
*=1

с1е£*сПзсл( /։.......... /л-1) = $։ ... 5* ... ^-1(2; 5/—Л+5*),
\/=1 /

К
 л—1 \ л—1
У ?к-л)2 5~՝-п—\ ;
*=1 /“1

(1еес118Сл/’-л(5— 1)՞-։.

Приведем два приложения свойств Л°—Д’.
Предложение 2. (1). Для семейства из одной функции / 

(Нзсл(/) = |а • д\зсп(д/1дх1..........д/1дхп).
(И) Для семейства из п—1 функции /=(/։. ...>/я_1)

1 п
Л18Сл(/) = ---------------618СЛ(/, А) ■ П (115Ся_։(/|д =о)՜1,

Л**- ■’«-։ /=։

где Ь—определитель матрицы п-того порядка, составленной при­
соединением к якобиевой матрице #(/) первой строки (хг... х.[... хп,

Доказательство. (11). На открытом множестве Х^х^-О, /£ 
С[1,л] &=ПХ!... Х], ... хпЬ/, где А/—определитель матрицы, получен­
ной из якобиевой матрицы вычеркиванием /-того столбца, по­
множенный на ( — 1)1+А Подставляя это значение А в дискриминант­
ную форму, получаем, что па р^ХД

618С„(/, АУ)= ------ 1-------С118Сл(/, А) • П Й18Сл_1(/|х(=о)՜1,

Л’։- 4л-1

Из неприводимости форм с118Сл_1(/|х/=о), /£[!, л] следует, что все они 
делят форму с118ся(/, А). Согласно Е°

(118Сл/=(118Сл(/, Ау) • д18Сл_1(/|х=о)-1= -------- ------ Й18СЛ(/, Д)Х
1 пЧ- 4Л_1

X П б18сл_1(/|ж<=о)-1.
1-=\

Предложение 3. (1) Если ...,/Л), Я = (йг1, ..., ёп}-се-
мейства мультистепени « = (81։ г—(г г), а семейство
фо£ получается подстановкой ё1 вместо X/ в полиномы семейства 
Ф, пго

(118Ся(/о^) = (118Сл(/)'՛՞՜1 • (118Сл(я)^--։л.
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(11) Если в предыдущих обозначениях семейство / состоит 
из произвольного числа т^п полиномов, а г=1, т0

б13Ся(/о£) = р • б!8Ся(/) • б)5Сл(Я)՜-

При т=1 T!=s(s—l)"՜1. При m—n—l v—st... л+1у-
Лемма 3. Если discn(g)=^O, отображение g: P,! '-+P ,•*!-*■ 

-+(.gi(x): • ■ ■ -gn(x)) является конечнолистным накрытием.
Действительно, неравенство discn(g)=O эквивалентно условию 

регулярности отображения g. Полный прообраз точки ; = (?։. ■ ■«Д 
скажем, при £я=£0 задается уравнениями hi=g։—^։gn = 0, а/ = Е//»я, ‘х. 

£[1, л-1]. Если dim (Л Л\>0, то dlscn(A1....... A„֊i, g«)=0, что не­

возможно, так как согласно
б1зсл(А1,..., Ля_։, ял) = й18сл(^).

Доказательство теоремы. При условиях (1) и (11) предло­
жения, используя лемму 3, можно показать, что формы б18Ся(/՝£) и 
б1зся(/) • б1зс„(£) имеют одинаковое множество нулей. Приравнивая 
степени однородности обеих частей по / и g или подставляя g = 
= (х1, ..., хп), можно получить значения показателей сомножителей 
б1зся(/) и 618СЯ(^).
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Ս. Լ. ԴԱԼԱԼՑԱՆ

Համասեռ բազմանդամների վերջավոր ընտանիքի դիսկրիմինանտային ձևը

Մուծվում է բազմանդամների վերջավոր ընտանիքի դիսկրիմինանտային 
ձևի հասկացությունը և հետազոտվում են նրա հ ա տկությունները։ Մւսսնա֊ 
վորապես, ցույց է տրվում, որ դիսկրիմինանտային ձևը սիմետրիկ կամ շեղ- 
սիմետրիկ ընդհանրացված բաղմապատկային համասեռ ֆոլկցիա է ք ա
բազմանդամներից։ Որպես ապացուցված հատկությունների կիրառություն 
ստացվում են ընտանիքների արտադրյալի դիսկրիմինանտային ձևի բանաձևը 
և դիսկրիմինանտային ձևի արտահայտումը էՈ = \ և II—1 դեպքերում ռեզոլլ֊ 
տանս։ի միջոցով։
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