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МАТЕМАТИКА
Г. М. Мушегян

О единственности кратных рядов по системе Радемахара(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 25/Х1 1983)Теорема единственности для рядов по системе Радемахара форму­лируется следующим образом (см. (')).Теорема 1. Если ряд по системе РадемахараУ! апг„(х) (1)
л—1

сходится к нулю на Е и р(£)>2-1, то ап—0, п=1, 2,...Для изложения дальнейших результатов сделаем следующие обо­значения: пусть т, /п>1 целое число, через хп обозначим /п-мер- ный вектор из [0, 11т, а через V" /га-мерный вектор, координаты ко­торого целые положительные числа. Если Рп = (п.1, п։, ..л„); хП1= 
= (•*!» Х„ . . ., Хт), то 1"т(хт) = гп,(х1) ■ Гп,(Х2) . . . ГПт(Хп). ПуСТЬ М1, /=1,2, ... множества векторов типа Iя1, где т фиксированное число, класса {Л4г};1։ назовем правильным, если:а) множества М/, 1=1,2,... конечны;б) для любого вектора 7” существует такая подпоследователь­ность что^у^ЛТ/д, А=1, 2,...В настоящей работе доказывается следующаяТеорема 2. Пусть т фиксированное число, {А4/}^1 правиль­

ная последовательность, а

Р։(хт) = ՝£։ а\Ртг-։т(хп), 1=1,2,... (2)7те.И2 ‘
полиномы по т-кратной системе Радемахара. Если 11т Л(хт) =0 1-*ОО
при хт£Е, р<т>(Е)>1 —2~т (где р(т) мера Лебега в т-мерном прос­
транстве), то ПтаС^ = 0 равен нулю на множестве меры 1—2՜"*.
для любого фиксированного /т. Причем в формулировке этой теоре­мы условие —2~" нельзя ослабить,Отметим, что вопросы единственности кратных лакунарных три­гонометрических рядов были исследованы в работе (2).Из теоремы 2 легко получить, что если /п-кратный ряд некото­рым методом сходится к нулю на множестве Е, р.{Я1>(£')>1—2-“, то коэффициенты этого ряда равны нулю. 152



JI e м м a. АустъУ n^rn(X) k= i, 2, . . t (2)
Д-Л

последовательность одномерных рядов Радемахара, а Е некоторое ес>
множество с |л(Е)>2֊։. Если с) 2 <*>гп(х) =Д(х) почти всюду на [О» 1]; d) llm/к(х)=/(х), при х£Е, то: I) для любого п существует fc—*оо
конечный предел 11та«=ал; Л) 2aJ<-|-oo; III) lim/*(x)=2 апгп(х) *-»« и=1
почти всюду на [0, 1].Доказательство леммы. Предположим, что условие I не имеет места. Пусть «0 наименьшее число, для которого существуют число d, и последовательность {6/}^, удовлетворяющие усло­вию 4=1,2.......... Выберем Еи Е^Е, так,,чтобы на Ег ряды (2) и последовательность /*(х), k=l, 2, ... сходи­лись равномерно. Через Гк(х), /ь(х) и f(x) обозначим продолженные՝ на всю числовую прямую с периодом, равным единице, г*(х), fh(x)„ /(х). Обозначим £'={х-|- т : х£Ех, /п=0, ± 1,+2, ...}. Имеем. i'a(,*)Gi(x)=7fc(JC) 11 Hni7i1((x)=7(x) равномерно на Е'. Из определения;
Е' следует существование двоично иррационального числа х0 такого, что х£Е' и x0-i-2-n’^E'. Ясно, что существует число J, удовлетворя­ющее условиям

л/ Дп—1 riIA(x)-A+i(x)I<t> 2 «М<— при J<i, Х^Е՛.
* Л—1 *Отсюда

֊■ >1А(хо) -А+1(*о) -Д(^о+2֊и-)+А+։(-*о+2-"-)1 >

л.-1 3
Откуда получим 0>б/, что невозможно. Докажем условие II. Пусть 
Еъ описанное выше множество. Тогда существует такое число М, А1>0, что |/(х)|<7И и |/*(х)|<2И при х^Д1։ 6=1,2,.... Следова­тельно для любого 6 можно указать число /*, удовлетворяющее ус­ловию

т2 а^гп(х) <М при /n>Z* и х^Ег. 
л=1

(3)Согласно лемме 8.3 (см. (3) при Х=2) существует такое /?0 = = 60(Д1), что
т (•

2-V(£1) 2 I4k)l2^
n=h„ JEi

m2 a^rn(x)
a
dx. (4)

Согласно условию I при достаточно большом 153



ап ал,1'®£2 М+М при K<k. л-1Отсюда и из 3 получим
У а^гп(х) <2Л4-|-7’, при /n>max(Z*, Ао), я h.

х^Е՝.Сопоставляя с 4, получим///2 1 2 |а‘*)|’<(2/к, + 2 * 4 * * 7’)։ "Ри т>^՝ Ао)- (5)

2 (ал—aW)r„(x)>d/2 при K<k, х£Е2Р\Л. (9)
Л=ЛЧ-1Но для произвольного а И n, 0<^a<^2~<-N+1\ np>N/•„((/+1)-2֊(Л’+1,+а)= — гл((^ + 1)2_(Л,+1)—«), поэтому для любых4 2 Алгл(х)>0, x£a| = Jv Алгл(х)<0, х£д| при яг>Л^ (10)I л=л'+1 J I л=л'+1 IУсловия (7) и (9) противоречат условию (10), следовательно ф(л) = =/(х) почти всюду на Е. Условие III доказано.Пусть FaE множество положительной меры, на котором функ-

я НаЯсно, что условие 5 имеет место также при /п>А0. Отсюда и из I легко вытекает условие II.11усть 2 алгл(х)=ф(х) Л=1 (6)почти всюду па [0, 1].Сначала покажем, что ф(х)=/(х) почти всюду на Е. Предполо­жим обратное, тогда существует такое число с1, <2^>0, что имеет место одно из следующих условий:и{х: 'Дх)-/(*)><*. ^€А'}>0; ц{х: б(х) -/(х)<-с1, х£Е}>0.Для определенности будем считать, что имеет место первое из них.Пусть Е2 некоторое множество, обладающее свойствами:1) ВДх:хСД, Ф(л)-/(х)>^}, р(Д։)>0;2) ряды (2) и (6) равномерно сходятся на Е2. Пусть х0 ирра­циональная точка плотности Ег, а интервал Д такой, чтох0еД = (//2л', (/+1)/2л’), р(^ПД)>(2/(3 • 2Л’)) • р(Д). (7)Выберем К настолько большим, чтобы2 |ал-а<‘)|<й/4, |/*(х)-/(х)|<«//4 при х£Ег, К&, (8)
л—1

М «гЗй/4<Дх)-/(х)^ V |ал—д(*)|+ V (ая-в(*))Г„(л) при К<к, х£Е։Г|Л- 
я=1 л=Л'4-1Отсюда и из (8) получим

154



ции ф(х) и /*(х), А=1, 2, ... конечны, а последовательность /И-*} равномерно сходится к ф(х). Далее пусть последовательности {оч}/=4» {«<}£,։ такие, что 0О/<Д, а< 1՜ 1, е/ 4. О при 1-+оо. Фиксируем иррациональную точку плотности х0 множества Г. Для а/ существует такой интервал Д,-, △/=(// • 2~"Ч, (/,+ 1) • 2՜“/), что р-(Д/П-^')^>«/2՜՞1'. Выберем К/ так, чтобы
т12 ап|<е/3, |/*(х)—ф(х)|<3/3 при х£Р.
п-1Так как число 2~т‘ является периодом для функции гп(х) при п>>т/։ то для любых г, 0г£г<2"։/, и хСЛГ]Д,- будем иметь

е ni< у +1 fk(x)-ф(х)| 4֊ 2 а„| |г„(х)|<е.Обозначим /7<'’={х֊|֊(г—/,) • 2~mi: х^ЛрД}. Легко убедиться, чтоcv tv f 2т I )Ит/*(х) = ф(х) при x£G= П U J FWl и p. = (G) = l.
*֊•« /=1/=Дг=1 )Доказательство теоремы 2 проведем по индукции. При /n = l ее справедливость следует из леммы. Пусть, теорема 2 верна при m=k— 1, докажем при m=k. Пусть {М(}?=1 A-мерная правильная последовательность. Путем прибавления в Р/(х*) новых слагаемых с нулевыми коэффициентами можно считать, что Mt является /<!-крат- ным прямоугольником видаЛ1/={(я1, п։, .iik): ls£«2sSZ<;), ...,Обозначим > ■

nh-i): 1<я2е£/<2’.......^хо ={xW = (x1։ xs.......... Хк)'.Хк^Е, хк = х^}.Применив теорему Фубини, легко показать, чтоH(Gx*)>2֊1, где Gxh={xft:p<'«-1)(fVft)>i֊2֊(*-»}. (ц)
Pi(xk) запишем в следующем виде:

(
Z(*J \2 V^x*֊1) (12)ni=1 )При фиксированном x(fc°^GXk последовательность k— 1-кратных полиномов РДх4), 4=1, 2, ... сходится к нулю на Дго, откуда сог­ласно индукционному предположению получим

/(*)Um 2 aWr„fc(xg) = 0 при xg£Gxft.
15b



Так как р-(<7,гл)>2՜1. то 11ա “Հ'-0 дли произвольного էհ, что й нуж­но было доказать. Окончательность условия |1"‘(£)>1—2՜"' следует из того, что /«-мерный полипом • • • [րւ(յէ"*)՜1՜րւ(յտ™)]сходится к 0 на множестве меры 1 2՜՜"'.Институт математикиАкадемии наук Армянской ССР I
Հ. 1Г. Ս՚ՈԻՏՍՂՅԱՆ

Ռադեմախերի սիստեմով բազմապատիկ շարքերի միակության մասին
Ներկա աշխատանքում ապացուցվող արդյունքը ձևակերպելու համար 

բերենք հետևյալ սահմանումը։
Ս ահմ ան ում: №ւ, /=1,2,..., թող լինի /«-չափանի գրական ամ­բողջ կոորդինատներով վեկտորների բազմությունների գաս: Այգ դասը կանվանենք կանոնավոր, եթե յուրաքանչյուր М1 բազմություն վերջավոր ե և կամայական է"1 /Л-չափանի դրական ամբողջ կոորդինատներով վեկտո­րի Տամար զոլություն ունի _։ ենթադաս այնպիսին, որ /"*^7И/й, հ == 1, 2..........:

Աշխատանքում ապացուցվում է հետևյալ թեորեմը։
Թեորեմ։ Դիցուք {ЛМ/^! չափանի բազմությունների կանոնավոր դաս ե, իսկР1(Л"*) = 2 (մԼԼ Пт{хт), որտեղ Лт^[0, 1 ]“, 4=1, 2, ...

«"‘СИ; 'Ռադեմախերի /П-պատիկ սիստեմով բազմանգամներ են: Եթե՝
ա) ПтР/(Л"')=0, երբ Хт{-Е, և ր) 1մ»)(ճ)>1-2֊'՞ /-*зг(որտեղ |ւ(ու)-ը Լեբեգի չափն ե //4-չափանի տարածությունում), ապա կա­մայական /'" վեկտորի Տամար Нт 0:

/-*со 1
Այս թեորեմից հետևում է, որ եթե էՒադեմախերի էՈ — պատիկ 

որևէ մեթոդով ղուդամիտոլմ է դրոյի, բ) պայմանին բավարարող Е բազմու֊ 
թյան վրա, ապա այդ շարքի գործակիցները հավասար են զրոյի։

Աշխատանքում ցույց է տրված նաև, որ այս ձևակերպումներում բյ պայ~ 
մանը թուլացնել չի կարելի։
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