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Введем следующие обозначения: Вп—множество наборов «-мер
ного единичного куба; Р։(п) (соответственно /^(п)) —множество всех 
булевых функций, (существенно) зависящих от переменных л։, х2, 
..., хя; М(п)—множество всех монотонных функций ք£Բէ(ո)\ Мс(п) = 
—М(11)Г\Р^пу, «տ* —отношение предшествования в Вп\ |А|—число 
элементов множества А; [х]( ]х[)—наибольшее (наименьшее) целое, 
не превосходящее (не меньшее) х. Пусть я = (а1։ а։, ..ап)£Вп, обоз- 

_ л
начим я' = (а1։ ..., я(_1։ я,-, я,-+։, ..., ял), Вл'к={я(йл/У

1=1

/У(а)={//а։=1, 1®=51^п}; А/г(я) = Д((я)\{г},
Будем говорить, что функция /£Р2(л) активна на наборе а по 

направлению ։, если /(<։)=/=/(»')■ Функция ք называется
активной по направлению ։, если существует набор а^В” такой, что 
/(«)¥=/(«')■

Активностью функции ք на наборе а назовем число ш/(я) = 
л ~

=2 (/(а)®/(а9)- Число и/=тахш/(а) называется (х) активностью 
։=։ •

функции /.
Множество наборов Т(/)с=5л называется (единичным) динами

ческим тестом (х) для функции /, если для каждого I, !֊<։•<«, из 
активности функции ք по направлению I следует существование на
бора օ£7Հ/) такого, что Հ( <*) ¥=/(<*'). Тест Т(/) называется минималь
ным, если содержит минимальное число наборов среди всех динами
ческих тестов функции /.

Лемма 1. Пусть а«£*₽, /£М(п). Тогда если /(«)=/(?) = О, то 
ш/(а)<ш/(р), если же /(я) =/(₽) = 1, то ш/(я)>а/(р).

Лемма 2. Если /£М(п), то а/=тах ш/(а), где %%(/)—мно՝ 
Տ&ո(/1

жество верхних нулей и нижних единиц функции ք.
Теорема 1. Для почти всех функций /£М(п) имеет место 

^-]ք|+1.

147



Пусть 1м.м(/г) = п11п <»Л
/емг(л)

Теорема 2. «».«(«) ~ 1°К։Я пРи ч~,°о.

(?(«), |-|-'р(л)
\ I "

всех

Доказательство. Пусть <р(л)—положительная целочисленная 
функция, удовлетворяющая условию С^(я)1> л—?(я)>0. Рассмотрим 

множество /Т(Я)={1, 2, .... ?(«)}■ ЧеРез ЛЧАм) обозначим множество 

сочетаний из множества /»(«>. Пусть V—некото

рое инъективное отображение множества 4(Я)={ф(«)+1> ?(л)+2, ..., 
м} в множество •^'(4(л)):

Рассмотрим функцию/т(Я). ,(х։, ..., х„) = \/ х.
1^։<ь<...</|1_т(л)]+1<т(я)

Хх/։л/։... х [1ф(я)]+1 ■ ■ ■ Л,[21?(Я)](5)-

Очевидно, что /т(я),£Мс(п). Докажем, что 
ш/Т(Я).»= |-֊- ч>(л) | +-1.

Для любого 5, >р(п)֊|-1<5<л, рассмотрим набор «СВ", для кото
рого А/(а)=-{у1($), 7։($),..., ур ?(я)](5)}- Из определения функции 

/։,(„)., следует, что ,(а) = 0 и

Л(я) 4֊/)=[ ь если ад(Л)\м«))и{*}-
* 10, в противном случае.

Следовательно, шД(л>. ’(а) = |(/,(Я)\А^(а))и{5}|=

Теперь покажем, что не существует набора а^В", для которого

ш/?(я).»(а) > | —- <р(п) | -|-2. Предположим 

шДчл). ’(а)> I— ։Р(«)| +2. ЕСЛИ /?(Я). ,(«)= 1,
12 I

ции У<р(Л), вытекает существование набора

обратное: пусть а£Вл и

то из монотонности функ-

3£ВЛ, являющегося
нижней единицей для Д,(Я), и согласно лемме 1 ш^т(л). »(|)>֊ш/т(я).’(а)> 

֊֊»(«)[ +2. Но эти неравенства означают, что набор 8 располо

жен не ниже слоя Вп’]т’’<п)Н՜2. Очевидно, последнее является проти
воречием, т. к. по определению все нижние единицы функции /?(Я),, 
находятся на слое В"-[г’’(л,1+1.

Пусть теперь ,(а)=0. Рассмотрим все допустимые случаи и 
покажем, что они противоречат определению функции /Т(Я),,.

Случай 1. ^ = а,л = 0, А(л),,(а1) =Л(л). ,(<։“) = 1, 5, т^Ц(П).՜
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Очевидно, существуют наборы р и у, р<С*ат, у<?*ат, являющиеся 
нижними единицами для функции /?<Л),Легко заметить, что М(Р)с^ 
сгА/(а), Агш(|')сА/(я). Из определения функции /?(л), , вытекает, что 
М(Р)С/Т(Л), Мл(т)с:/т(Л); 1^(р)| = |Л/т(7)|= | Рассмотрим: мно

жество А/^(р)иЛ/т(7)^^(а)- Если |А(»(₽)1иЛГт(т)|’= {уТ. ё. 

-У։(₽)=Л/л։(7) = {/1./и т}, то получаем, что элементарные

КОНЪЮНКЦИИ Х;։Х;։ . . . х7р_?(л)] х* « ХЬХЬ • • • Х/[1 ф(п)| хт ВХОДЯТ В СО-

кращенную днф функции /Т(Л). „ но, очевидно, это противоречит 
ределению функции /Т(Л),,. Если же [^(Р)и ^т(т)|>|<р(/г)] + 1, 

оп-

то

найдется множество индексов

{Л. Л......./^?(л)]+1}^лгД?)ил/т(т)^л/(а)п/т(л)

такое, что элементарная конъюнкция х/,.*/,... входит в

сокращенную днф функции /Т(Л),Тогда из монотонности функции 
/ф(я). V следует, что /Т(Л). »(<։) = 1. Однако последнее противоречит ус
ловию Д(Л), »(«) = 0.

Случай 2. а$=0, «9=0,/р(Л),,(а։)=А(л),=

$€Д>(л), ^€4(л)> К/<1?(")[ +1.

Пусть ₽<*ал и ₽—нижняя единица для функции Д(Л),Легко 
видеть, что М(Й^МЯ). ^4₽)С/Ф(л), |М(₽)|=[у<р(«)1- Следователь-

I А» ||

но, М(0)£=М(а)(~|/т(л). Очевидно, ЧТО ^У(а), 1</՜^

довательно,

-|-1> Сле

1. Таким

образом, приходим к противоречию у ?(«) = |'Ч(₽)|< |А/(а) П4(л)| <

—1.

Случай 3. «9=0. /^^(а'/) = 1, ^€Л(л).

Рассмотрим набор а'1. Существует набор р, р<*а'։։ являющийся 
нижней единицей для функции /9(Л),7. Очевидно, что А^։(Р)с2#(а), 
А^1(₽)П4(л)ЕМа)ПА=(л)> М^(а). Из определения функции

Асл), у имеем 1 |Л//։(Р)Г1Л(Л)|. Таким образом, опять при-
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^р(л)-/■<<?(«)

ходим И противоречию

Ф(л)| 4-2VI •֊-?(«)!-2.

Итак, полученные противоречия доказывают справедливость ра
венства «Л(п). •<= <р(я)| +1.

Теперь нетрудно проверить, что при больших п и «р(я), где

ф(л) = pogj« + ylog։logsrt-H(«)| • ’К'1) ->ос, ?)(л)=o(log2log2«), n-i-oo,

справедливо неравенство CiT ’{b)I ^>/t—^(л)^>0. Следовательно, 

шл(л)<ш/<р(л). ’= |“ ?(«) | 4-1 = ~ —fogT” ))'
Теорема доказана.

Следствие. Пусть ш(/г) =mln<и/ Тогда log,» при
/ер^(л) 2

п~>по.
Пусть ТЧ/)—минимальный динамический тест для /.
Теорема 3. Для почти всех функций. f£M(n) рЧ/И-г. 
Рассмотрим функцию Шеннона Т.и(л) = шах|Т(/)|.

/емг(л)
Теорема 4. При больших п справедливы неравенства 

я—logg/г—O(Iog։log։«)cs7jj(/z)s£rt—Iog2n4-Of— 
\ п /

Доказательство. Верхняя оценка. Из (։) следует, что для 
любой функции f£Pt(n) при /zssl имеет место Z, где t оп
ределяется из 2'_14-^м«с2'4-£, откуда получаем, что при больших п

Дн(л)<п—Jogj«4- О|

Нижняя оценка. Рассмотрим функцию /т(я).,, определенную 
при доказательстве теоремы 2, где ®(a) = jiog2« 4-—- log2log2rt4֊r((n)|, 

т)£/1) = о(^2^2«), г!(п)->-сх>, п-^оо. Покажем, что для любых х, т£ 
£4(л), з=£т не существует набора а£Вп такого, что

/■?(">, ’(а)¥=/<?(л), »(я*), /т(л), *(а)У=Д(л), »(<։от).

Предположим обратное: пусть существует набор а£Вп такой, что 
последние неравенства справедливы. Поскольку /Ф(л),,€Л4(/г), то воз
можны два случая. Мы докажем, что они оба противоречат опреде
лению фуНКЦИИ /?(Я). ,.

Случай 1. Л(П)>,(я)=1, ^=««. = 1,/т(л),,(а5) =/.₽(«),,(«”")=0. Оче
видно, существует набор Р^В", Р-<*а, являющийся нижней единицей 
для /Т(л).» Pj=?m=l, /<?(л).»(₽*)=/р(л), 4₽т)=0. Тогда нетрудно заметить, 
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. . ■* .. ։ 1 > ' Դ . 
что в сокращенной днф функции /Т(Я), , должна существовать элемен
тарная конъюнкция, содержащая переменные х, и хп, но это проти
воречит определению функции

Случай 2. քք(ո).»(®) =0» а^==ат==0, քքԼո), ՚<(օյ) =У?(Я). ’(аЯ։)= 1 • Про
тиворечивость этого случая была показана при доказательстве теоре
мы 2 (случай 1). Следовательно, любой динамический тест функции 
/т{л),, содержит не менее л—ф(л) наборов. Таким образом, |Т(/Т(Я), ,)|> 
_>л—<р(л) = л—105։л—О(1ое, 1ог։ л) при больших п. Следовательно, 
7’Л։(л)>л—1ои,л—Օ(1օցտ1օք։ л). Теорема доказана.

Вычислительный центр Академии наук
Армянской ССР и Ереванского 
государственного университета

Վ. Ա. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ

Մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների դինամիկ տեստերի 
բարդության մասին

Ապացուցված են հետևյալ պնդումները.
1. Համարյա բոլոր քէ№(ո) մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների համար 

Ш^]«/2[ + 1, որտեղ սմ֊ը ք ֆունկցիայի ակտիվությունն է, Ո֊ը' փոփոխա
կանների քանակը։

2. С0,м(«) = П11ПШ/^ —1օջ3/ձ երբ Ո-^ՕՕ, որտեղ Мс(п)֊д այն մոնո- 
/е.иг(Я) 2

տոն ֆունկցիաների բազմությունն է, որոնք էապես են կախված բոլոր Ո 
փոփոխականներից։

3. Համարյա բոլոր մոնոտոն ֆունկցիաների համար |Т(У)| = 2,
որտեղ |7'(_Հ)|֊ք ք ֆունկցիայի դինամիկ տեստի բարդությունն է։

4‘ Г.и(л)=ШаХ \Т[/)\֊П երբ Л-ЮО.
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