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Мы знаем, что свободные частицы в соответствии с первым зако­
ном Ньютона классической механики имеют определенный, неизменя- 
ющийся со временем импульс. На языке квантовой механики это оз­
начает, что волновая функция свободной частицы есть собственная 
функция оператора импульса. Этот факт подтверждается использова­
нием известного решения (1) уравнения Дирака, имеющего вид плос­
кой волны, в качестве волновой функции электрона, для получения 
вероятностей и сечений всех процессов (например, известных формул 
Клейна—Мишины для комптон-эффекта и Бете—Гайтлера—для тор­
мозного излучения). Известно, что сохранение импульса, т. е. облада­
ние свободной частицей определенным, не зависящим от радиуса век­
тора и времени импульсом, есть следствие однородности (трансля­
ционной симметрии) свободного пространства.

Известно также, что следствием изотропности (вращательной 
симметрии) пространства при наличии центрально-симметричного (ку­
лоновского) поля является сохранение момента: частица в таком по­
ле, при отрицательных энергиях, имеет определенный, не зависящий от 
г и I квадрат и проекцию момента, оператор которого есть 
—Л1[г Состояния в атоме классифицируются по собственным
значениям этих операторов и оператора энергии.

Однако в традиционной квантовой механике нет оператора мо­
мента, такого, чтобы волновая функция свободной частицы была соб­
ственной функцией его квадрата и компоненты вдоль произвольной 
оси г. Но свободное пространство не менее симметрично, чем про­
странство при наличии сферически симметричного поля. Поскольку 
наложение поля не увеличивает симметрию пространства (например, в 
присутствии второго электрона момент лишь одного электрона в 
атоме не будет сохраняться), то снятие поля симметрию не уменьшит.

В случае наличия центрально-симметричного поля симметрия про­
странства допускает вращение системы координат, оставляя ее начало 
в точке, где находится источник поля (ядро в случае атома). В случае 
свободного пространства, когда мы можем поместить начало коорди­
нат где угодно (трансляционная симметрия), возможность поворота 
осей (вращательная симметрия) не теряется. Спрашивается, почему 
не должна иметь момент количества движения частица, если она сво­
бодна, т. е. если пространство, в котором она находится, по сравнению
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с пространством центрально-симметричного поля не менее, а более 
симметрично. Оператор такого момента найден в работах (’ 5)

Рассмотрим поведение волновой функции свободного электрона 
при вращении системы координат.

Экспериментально проверенная, известная (6) волновая функция 
свободного электрона имеет вид

= у=а51ехр[4О’<г/-^)/Ь1. (1)

где биспинор и!1=л7 \\\ (Л = [(1—-Ис-£"),2]։-) при /Г>0. т'.л —

собственная функция оператора спина:
(2)

X—спинорный индекс, г»р.(>.) = 3։1;„

14 ’ Й(£Ч-Л!с։) 1 ’

Как видно из (1) и (3), волновая функция зависит от спинора
■Пц и скалярных произведений (р г) и («/?) трех векторов:

Г(Х = Г81П&гСОЗ®г, у = Г81пЬ,81ПОг, 2=^ГС03&г),

Р(/’.г=/’8։П»рС08®р, /7у=/781П»/,81П?/„ рг = ^СО8&/։) И 8.
Перейдем в систему координат, полученную от исходной поворо­

том на угол—<Р вокруг осп г (см. рисунок).

Компоненты г и р, входящие в формулу (1), для исходной 
и повернутой систем координат

В новой системе будем иметь

х' = г81пУ,соз(<р, I- <р), у'^гзШО^п^+т), г' = г, (4)
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/?;--=^5։п0^со5(ч>р-}-'р), Ру=^5։п&р5։п(?Р+«), />։=л- (5)
Вместо первых двух компонент удобно рассматривать их комбинации 

г±1 = + — (л + /у) = Тг^г5։п0гв±'Ч г0 = г, (6)

/’+>=?- р0=рг. (7)

Тогда в новой системе согласно (4—7) 

г±1 = е±/?/-±1, г0=г0, (8)

Р±1 = е±,7Р±1, Ро=Рп- (9)

По этому же закону, как известно, преобразуются и компоненты 
на (7)

спи-

(Ю)

(И)

(12)

Сле-

5±1 = + «;,) = е±‘ч±х, 50 = 50.

Спинор О|Д>) преобразуется по закону (8) 
^().) = е'^().).

Рассмотрим скалярное произведение

Р1П=рхх-1 -руу+ргг = -/?1г-1֊Р-1Г1+Рого-

Подставляя (8) и (9) в выражение для р'։г', получим

Р\г\ = -р\г'_х -/С/1+Аб = +раг0 ^(рг).
Таким же образом согласно (9) и (11) получится 

довательно, согласно (1) и (12) волновая функция в новой системе 
связана с исходной соотношением

■•С =е/м>.1>^ =£8 . (13)
՛ /)|1 Л11 щ ■ Р\Ч

Как известно (9), из условия сохранения ортонормировапности 
волновых функций

<-1й |'|й > = <’Ьа 1'Ь„ >=։(Р1֊;Л^. (14)
РИЧ Р։\Ч Р՝՝՝՝1 РЛ՝

следует существование унитарной матрицы С7И։1Х, через которую пре­
образуется волновая функция при повороте системы координат

(15)
РИ Н ։ 1

и соответствующего унитарного оператора Е/

С = . (16)
' Р11 ' Р'>

Выше (формула (13)) мы фактически нашли эту матрицу, дпаго- 
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нальную в рассматриваемом случае поворота вокруг оси г. Теперь 
найдем оператор.

Нетрудно видеть, что искомым оператором £ в данном случае 
будет произведение трех унитарных операторов

± -й / чп.
и=е'д-г е'Лсгел'՜ (17)

С этой целью учтем, что согласно разложению Тейлора

/(х+а) = 1 + т7Т7. + ^-Т7^--- ЛА՛) = *’<*/(■*), (18)
1 * С/ • * & • |

д
т. е. воздействие оператора е։л? приводит к замене л՜ иа л՜ 4-я. Сле­
довательно первые два множителя в (17) приведут к требуемому из­
менению компонент г и р, согласно (4) и (о), сдвигая ог и эР на ?.

Чтобы убедиться в необходимости третьего множителя, в (17) 
примем во внимание, что из соотношений коммутации декартовых 
компонент спина

[$2, =Пм?у, к֊. $у]=—Л։х.г (19)
следуют соотношения коммутации для циклических компонент

1% х^ = 1։^, т. е. 52з,=$։,(5г-|֊Гь?), (<7=0, ±1). (20)
Следовательно, при коммутации с заменится на х. 4-1։</

= —е'??зг/^т(։՜ ։«)*г> (оц

Отсюда вытекает, что воздействие оператора е^11։^-՛ приводит к тре­
буемому согласно (10) и (11) изменению компонент спина. Учиты­
вая также следуемое из (2) соотношение

*։Мгц(1().)==в/^ф11(/,)։ (22)
получим, что действительно

=£/Ф- «Ли , (23)
Д1 РИ 1 Р!1

т. е. согласно (13) и (16) оператор 0, определяемый выражением 
(17), есть оператор вращения %г.

Представим этот унитарный оператор в общепринятой форме 

&=<?/?■/>, (24)

выражая через эрмитовым оператор проекции полного момента Л. С(Г- 
ласно (17)

Л = —/11т֊---- Л—+£. (25)
<2<рг д<?,,

Из найденного соотношения 

еМ-’/Ьф^ = е1^ (25
р։1 1 рн

имеющего место при произвольном ф, следует, что 
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(27)

т. е. свободная частица имеет определенный полный момент (1֊։).
Существование унитарного преобразования (/(/=64) при па­

раллельном переносе (и=Т) системы координат связано с тем, что 
свободная частица имеет определенный импульс, а при вращении 
((/=/?) — определенный полный момент.

Заметим, что выражение (25) есть г-компонента оператора пол­
ного момента

7=£'+7>4-5, где 1'= -г11[7уг], Ъ=-1Ь\р\Р\. (28)

В работе (՛) предложен прямой метод доказательства как соот­
ношения (27), так и

Л^=Ь»/(/4֊1)'Ь. /=х=1/2. (29)

Поскольку оператор, собственная функция которого есть спинор, 
называется оператором спина, оператор полного момента 7, собствен­
ная функция проекции и квадрата которого при /=1/2 есть биспинор, 
в этом частном случае был назван оператором биспина.

В работах (2>3) показано, что сохранение Л и /2 для свободных 
частиц и частиц в централыю-снмметричиом поле есть следствие изо­
тропности пространства.

Теперь простым способом покажем, что волновая функция сво­
бодного электрона (1) есть собственная функция г-компоненты опера­
тора полного момента.

С этой целью заметим, что первый спинор г՛^ биспинора и.х не 
зависит от углов и <?р, поэтому согласно (2) и (25)

(30)
Второй спинор согласно (3) можно представить в виде

■Щр. =
Ре ^>Р)г, 

Е+Мсг р
(31)

где ах, ау, аг—матрицы Паули. Так как

(°7) 

Р
(аЛ81п0/,СО8<Р/, -|-0у81П»р81П?>р4- ОгСОЗЙр)^, (32)

где Ур полярный, а ур азимутальный углы, определяющие направле­
ние импульса в обычной трехмерной системе координат, то

—-|- — аЛ^-^-г,.,.=-1։Лад.51пйр81пЧ’р—/оу81п(>рСО8'р/>4- 

дър 2 / р ' \

агзд81п։>рСО8Ч>/,+ — 
2

агау81п1>р81П<?р 4 у О’соз0р^11. (33)

Учитывая соотношения агаг=։ау, а2ау = — /аг, 0^ = 1, суммируя од­
ноименные члены, подставляя в качестве единицы перед и,, <4 и ис­
пользуя (2), последовательно из (33) получим
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I _zh _£_-uA 3.'\Լճճ_Լք;1 = h( — 3,sInBrsin<pp——3vsinfipcos?p-r
\ d<?P 2 / P \2 2

_L cosft/Л v!X=tT(r'3Ja։sin&/,sln?^-/3vS.-s։n»Fcos?p-b3.cos»p) — Յ.ՀՀ =

=tTu(3ysln&pSin?p+3vSin^cos?p4-3-cos։>f,)z>.1 = hu :և (34)
P

Поскольку к\ согласно (31) и (32) не зависит от <рг, то из (25) 
и (34) следует, что

/гто|1 = Ьрто.1. (35)
Учитывая также (30), отсюда следует

Aw^=hpzz;l.
Если принять во внимание, что

-ztlf—- + —Ն^'Հհ=0, 
\ztyr д-ор /

(36)

(37)

из-за ТОГО, ЧТО В рГ = />г[СО8ПгСО5Йр-| 5։Г|Лг81ПЙ/,СО5(?г—?/.)] углы '3, и 
входят через разность ?г—®р։ то согласно (1), (25) и (36) придем 

к формуле (27).
Заметим, что этим же методом может быть получена и формула 

(29).

Հայկական ՍՍՀ ԳԱ բղբակից անդամ Վ. Հ. Ջէ՚ՍԱՇՅԱՆ

Մասնիկի լրիվ մոմենտբ

Դիտելով կոորդինատների սիստեմի պտույտք, բերվում է Դիրակի հա­
վասարման հայտնի լուծում ով նկարագրվող աղատ մասնիկի՝ իմպուլսիդ 
բացի որոշակի լրիվ մոմենտ ունենալու փաստի պարդ ապացույցր։

Ցույց է տրվում նաև անմիջականորեն, որ (I) ալիքային ֆունկցիան 
հանդիսանում է լրիվ մոմենտի օպերատորի Z ֊բաղադրիչի սեփական ֆունկ­
ցիան։
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