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О наращивании тел при конечных деформациях
^Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 13/1 1984)

Рассмотрена в общем виде постановка задачи о нахождении на­
пряженно-деформированного состояния наращиваемого тела, подвер­
женного конечным деформациям. Приведено решение задачи о наращи­
вании неоднородного вязкоупругого цилиндра, находящегося под дей­
ствием внутреннего и внешнего давления, а также осевой силы.

1. Описание движения частиц наращиваемого тела. Определяющее 
уравнение. Под наращиваемым телом будем понимать тело, масса ко­
торого непрерывно растет вследствие присоединения к нему (зарожде­
ния) новых элементов на части его поверхности (поверхности роста). 
Модель непрерывно-наращиваемого тела может описывать процессы 
последовательного возведения сооружений, постепенного образования 
твердого тела при фазовом переходе, рост кристаллов и т. п.

Для фиксированных (ненаращиваемых) тел принято отсчетное опи­
сание движения х=х(Л X), где х — радиус-вектор точки (частицы) в 
актуальной конфигурации, а X— радиус-вектор точки в фиксирован­
ной отсчетной конфигурации. При этом определяющее уравнение 
достаточно общего вида записывается в форме (х)

7’=Фх(/-^0, Р), = X). (1)
Здесь Т—тензор напряжений Коши, Ф։—функционал, зависящий от 
выбранной отсчетной конфигурации х, предыстория до момента / 
градиента /?(-с), /0—момент времени изготовления тела.

Особенность наращиваемого тела состоит в том, что для него не­
возможно зафиксировать какую-либо отсчетную конфигурацию его час­
тиц, поскольку оно непрерывно пополняется новыми частицами. В ка­
честве метки зародившейся частицы в наращиваемом теле в общем 
случае служит тройка чисел (•։*, м1, и։) = 5, где т*—момент зарожде­
ния частицы, («!, «։)—криволинейные координаты частицы на поверх­
ности роста 5*(х*). Поскольку в одной и той же точке пространства 
могут зародиться в различные моменты разные частицы или даже 
может происходить непрерывное зарождение частиц в одном месте, 
то начальное положение частицы Х(Е), вообще говоря, не может 
служить меткой частицы. Разрешая относительно ? уравнение х*= 
=Х(£, £)» гДе /-функция движения частицы, и подставляя £=£(<, х) 
в функцию скорости частицы /—<?/(£, £)/<?/, получим пространствен­
ное поле скоростей х(6 х) такое, что х(1, /) = /. Если задано прос­
транственное поле х(/, х), то движение х находится интегрированием 
обыкновенной системы (ЩсИ=х(1, х)> х(х*)-
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Градиент Г в (1) удовлетворяет уравнению (*)

Г=бГ, *)/#• С=[у.гХ(г, Л')]
.г=Х(Л -V)

(2)

Решение (2) с начальным условием запишем в форме муль­
типликативного интеграла (։) (/—единичный тензор):

Л0 = 4?(^. ^)^о. С = (Мо) = | (/+О(')^) = нт (/+С(-к)д^).
■/ ' ' ”д*—^0

Используя известный функционал Ф в (1), удовлетворяющий условию 
независимости от системы отсчета (*), запишем определяющее урав­
нение для наращиваемого тела в форме

ТМ=ад+Ф(*՜'*՛ ДМММШ
(3)

<?(М) = I (/+О(х, ։)^), С(/,5)=[улХ(/,л-)]
Х=Х(' О

Начальное напряженное состояние в зародившемся элементе должно 
удовлетворять условию равновесия с внешним силовым воздействием 
на поверхность роста £*(£) (с нормалью п):

Ь)п==[То(1)+Ф(О, Г0(?))]л=Р(т*, х) (4)

где Р(/, х)—вектор напряжения, действующего па £*(/). Для задания 
прочих компонент начального напряженного состояния нужно привле­
кать дополнительные физические соображения пли измерения (3). В 
механической модели мы допускаем возможность их произвольного вы­
бора. В (3) учтено, что часть начального напряженного состояния мо­
жет образоваться за счет произвольного упругомгновенного деформиро­
вания в момент зарождения по известному закону (1), задаваемого 
тензором Ро.

Отметим два частных случая движения, в которых вычисление Г в 
(3) упрощается, а) Пусть тензоры О(т, Е) коммутируют при всех раз­
личных Тогда

<?(^Д) = ехр | ^6(1, (5)

б) Пусть начальное положение ЛГ($) есть взаимно-однозначная функ­
ция, и движение частицы можно представить в виде функции ее на­
чального положения х = /^,Х). Тогда

Х)=Р1(1, Х)РТ1(х*(Х), Х)Р0(Х), Л(Л X) = щЦ, X). (6)
2. Закон наращивания. Постановка краевой задачи. Процесс при­

соединения к наращиваемому телу новых элементов характеризуется 
вектором плотности потока добавляемого вещества /(/, х) на поверх­
ности роста 3*(/). Пусть координаты (и1։ и2) выбраны так, что век­
тор дХ(1, иг ил)1д-1* коллинеарен с вектором единичной внешней нор- 
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мали п к 5*(/). Рассматривая баланс массы для элементарного объе­
ма, заметаемого элементом поверхности роста <2У = (дХ'ди ։ • 

• дХ1ди$)(1щ1иъ за время й/, получим условие
(o0|dX/(h*|—р0(> . л)+(/ ■ л)) = 0.

$•(<)
(7)

Здесь р0—плотность зарождающихся элементов тела, рол—конвектив 
ный поток вещества.

Пусть имеется исходное тело, занимающее область £20, и в мо­
мент / = 0 начинается его наращивание по части его поверхности 
$*(0). На других частях его поверхности и $-,(£) заданы соот­
ветственно вектор напряжения и смещение Для формулирования 
краевой задачи необходимо задать вектор поюка /(/, х), начальное 
значение плотности р0 (после упругомгновенной деформации Го), вели­
чины Р(/, х), Ро и То, удовлетворяющие условию (4), и вектор плот­
ности массовой силы Ь^, х). Требуется определить закон изменения 
области Й(О. занимаемой телом, и деформацию /(£, 6), удовлетворяю­
щую граничному условию (7) и уравнению квазистатического равно­
весия внутри тела с!1Ул7'-|-р&—-0, где Т определяется соотношением 
(3), р—р0/бе!ф есть плотность, удовлетворяющая уравнению нераз­
рывности <?р(0 х)/д/ + с11Удрл: =0. Наряду с у.(0 «) нужно найти дефор­
мацию 7°(/. X) точек исходного тела относительно какой-либо от­
счетной конфигурации, удовлетворяющую уравнению равновесия, 
граничным условиям на 50(^), \(0 и условиям сопряжения с нара­
щенной частью тела. Вместо потока J можно задать закон движения 
поверхности роста £*(/)■ Тогда после решения краевой задачи мож­
но определить из (7) поток обеспечивающий заданное движение 
поверхности роста 5*(^).

3. Пример. Пусть R, О, Д—цилиндрические координаты в на­
чальной конфигурации исходного полого цилиндра R^^R^,R2. Начи­
ная с момента 1 — 0 происходит его наращивание снаружи с направ­
ленным вдоль радиуса вектором потока величиной Щ). Одновремен­
но начинают действовать внутреннее давтение р^), внешнее давле­
ние ре(1) и осевая сила Рг(1), изменяясь непрерывно при нулевых 
начальных значениях. Обозначим с-^Г) внешний радиус цилиндра, 
г(/, т*) и г(/, А?)—движение точек наращенной и исходной области. 
Пространственное поле скоростей в цилиндрических координатах г, 
Ф, г будет

г=/(£, г), ч> = 0, г=а(1)г. (8)

Матрица физических компонент тензора у.։х равна 
df/dr О О

О fir 0 •
0 0а

(9)

Условие несжимаемости div x=tryxx=0 дает dfldr-\-flr-{ -а=0, откуда 
находим (£(£) — неопределенная функция):

/(*, г) = ֊а(/)г/2+Р(0/г. (10)
Интегрируя (8) с учетом (10), будем иметь

89



^ = ^е-аю^. Да(Л т)=«(И-а(-),

. 1111

/■>((, _*)==с2(-*)<?-ла(г.т*)_|_ 1 ֊)2^(х)бГт, а(/) = а(")гЛ.
5» 6

Обозначим Л Го и Р° градиенты полной и начальной деформации в 
наращенной области и в исходном цилиндре. Физические компонен­
ты произвольного тензора А обозначим Л<։з>. В силу несжимаемос­
ти для отличных от нуля компонент имеем Т7<гг>/?<«> = !, и 
аналогичные равенства для Ро и Р°. По (3), (5), (9), (11) найдем

^<Гг>=/7о<гг>ехр[-Да(^ т*)1сх(т*)/г(Д ■։•), 5^6>=г(Л /?)//?,
(12) 

Р<^> = Ро<9,>г^, т*)/сх(т*), /^гЯ> = ехр[-а(*)]Я/г(Д /?).

Определяющее уравнение принимаем в виде (*)
7'=֊р7+Л0£[/-С֊1/1(С)/3]Гг(/), С = ^Л /х(С) = 1гС. (13)

Здесь р—гидростатическое давление, А—линейный оператор Вольтерра 
։ /

А®(Л т*)= у н(*-т*, ■с--:*)скр(т)։ Аср(/. /?)= | И1(Л Т, /?)^Ф(т).

т* 6

В силу изотропии То в (3) пропорционален единичному тензору и 
поглощается членом —р1. По (13) имеем (аа=7'<и>, Г0—
тензор Коши для исходного цилиндра):

(°«-а?)(Л Г) = {^И>(Л Х*)£[1-

-^кА!} , К-°2)(Д R)={(^°<а«>)■£[ 1 -
|л=г*(/.г)

(14)

-(^и>)-’Л]-(/:'Ъ>)-^Г1-(^зз>)-8/?]}
/?"/?(/ г)

/?=2(ПИ>ЛЛ~ 2 /7<а»>,
Здесь •։*(/, г) и г) есть обратные функции к г((, т*) и г(Д R) 
(11). Интегрируя уравнение равновесия даг/дг = (а,—аг)/г, получим

в

а°(*, г) = —рМ + р) ар, аг(Л г)г=_рг(/)_
3 Р ги. /?1)

С1(0
_ Г (°,-Ог)(Д р) ар (15)

и р г
Таким образом, напряжения и деформации выражены по (11)—(15) 
через три неопределенные функции времени я, и сх. Используя не­
прерывность а, при г = г(/, Rг), из (15) будем иметь

/■(6 ₽1) С1(1)
«+ (16)

Л Р J р
КО г(1. /?,)
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Выражение для осевой силы и условие наращивания (7) будут
'(<. ло ‘М

Я(<) = [ р)2*р4р+ У Ъ(*. Р)2*Р<*Р. (17)

։■(/, Л։) мя,)
+ /о=у/р. (18)

Соотношения (16)—(18) служат системой уравнений для нахождения 
а, ? и сх при заданных р^ ре> Рг, </0. Л,. Можно поставить задачу 
иначе, считая сх(<) заданным. Тогда необходимо решить (16) —(17) 
относительно а и £>. Найденная при этом из (18) величина /0(<) долж­
на быть положительной.

Автор благодарит Н. X. Арутюняна за внимание к работе.

Институт проблем механики 
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Վ. Վ. ՄԵՏԼՈՎ

Վերջավոր ւլեֆորմացիաների ժամանակ մարմինների աճեցման մասին

Դիտարկվում է վերջավոր դեֆորմ արիաների ժամանակ աճող մարմնի 
լարված դեֆորմացված վիճակի որոջման խնդրի դրվածքը ընդհանուր տեսքով 

Բերվում է արտաքին և ներքին ճնշման, ինչպես նաև առանցքային ուժի 
ազդեցության տակ գտնվող չսեղմվող անհամասեռ առաձգամածուցիկ նյու­
թից պատրաստված սնամեջ գլանի սեղման մասին խնդրի լուծումը։
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