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Пусть
х&Еи («=1,2,...) (1)

ряд, элементы которого — векторы //-мерного евклидова пространст
ва. Через М(Ух1) обозначается множество всех элементов у^Дл, для 
которых существует сходящаяся к ним перестановка ряда (1):

У х,(;)=зУ х; = у.

Следующий, ставший уже классическим, результат был получен 
Штейнипем (г):

Теорема А. Пусть ряд (1) сходится в Еп и для любого ли
нейного функционала х*£(Е„)* = Еп ряд 3<х*, х^> не сходится 
абсолютно. Тогда Л4(2’х/) = Е’„.

Основным моментом при доказательстве теоремы А является:
Лемма А (см. (1)). Для любого натурального кисла п су

ществует число Вп т .кое, что д чя любой конечной системы 
хг....... х.у элементов из Е„ существует перестановка т набора чи
сел {1, ..., АГ} такая, что

шах
1<*<Д'

*
S •*(') 
/-1

^в„ .V
шах ||х;||֊|- Ух,-
1</<л' 7Т1

Если помимо ряда (1) фиксирована и перестановка натурально
го ряда з, то черзз М'(з, Ух() обозначим множеств) предельных 
точек последовательности частных сумм ряда

2*а(/1- (2)
В этой работе изучается структура множества Л4'(а, 5х() Оче

видно, что /И'(з, 2х/) всегда замкнуто, а из приведенной леммы 
Штейнина непосредственно вытекает включение Л4'(=, £-*ч)С(/ИС£х() 
(для любой перестановки о).

Для формулировки результата работы нам потребуются:
Определение 1. Замкнутое множество ЕсЕп называется 

связным, если для любых А, В£Е, Уе^>0 существует набор {А,}™ ։ 
из Е такой, что ||АЛ-А*_1||<6, 1<£</п и Аг=А, Ат=В.

Определение 2 (см. (8)). Замкнутое множество ЕсЕп на
зовем обобщенно-связным, если для любых точек А, В из Е, Уг> 
>0, У/?>0 существует набор точек {А/}^։ из Е такой, что\Ак- 
—Ай_1||<й, !<£<//։, А1=А и Ат=--В или ||А,„||>/?. 
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Теорема 1. Пусть дан сходящийся ряд вида (1) и т= 
=<11т>И(2х/). Тогда, если

а) и ЕаМС^х^—произвольное замкнутое связное мно
жество

или
б) т^>\ и ЕаМфХ!)—произвольное замкнутое обобщенно- 

-связное множество,
то существует перестановка а такая, что М'(а,'^1Х1)=Е.
Частный случай этой теоремы, когда х^Еп, М^х^Еп (/1=1, 

2, ...) и Е— выпуклое замкнутое подмножество, был установлен ра
нее Хадвигером (’). И. П. Лапчик (*) показала, что в теореме Хад- 
вигера при л=2 условие выпуклости множества Е можно заменить 
более слабым условием обобщенной связности. При этом И. П. Лап
чик показала, что для произвольного ряда (1) условие обобщенной 
связности множества ЕаЕп является необходимым для того, чтобы 
нашлась перестановка о с М'(в, 2х;) = £.

Отправляясь от работы И. П. Лапчик (։), И. П. Миловидова (*) 
получила утверждение теоремы 1 в случае, когда п=2 и сНтЛТ(2х/) = 
= 1 (в этом случае условие связности множества Е является также 
необходимым, см. (*■’)).

Отметим еще, что доказательство теоремы 1 основано на иных 
соображениях и заметно проще, чем соответствующие доказательства 
работ (*•’).

Ниже нам потребуется следующее обозначение: если 
набор различных натуральных чисел и а—перестановка набора чисел 
{1, ..., *}, то

II к 
У ■

Лемма 1. Любой сходящийся ряд вида (1) можно предста
вить в виде

2 X; = 2^+2 у/=2(^+у I), 

где ряд ^у1 сходится абсолютно, а *к£М(£Ь), 6=1,2, ...
Лемма 2. Для любого сходящегося ряда 2х;, (х^£я, ։=1,. 

2,...) и для любого ряда 2 ЦТ/ такого, что Т^*€^(2Х<). 6 = 1,2,...; 
||и^4|->-0, существуют конечные непересекающиеся подмножества

I
ЙИЗА/ и перестановки с, набора чисел {1,..., |£2/|}, /=1,2, ..., та
кие, что

и = т(Ок, тж, 2 <0-0 (б+оо); *-1

2 2^-2
1-11-1

->0 (6-4-00).

Доказательство леммы 1 опирается на приведенную выше тео
рему А и лемму А, а доказательство леммы 2 легко можно полу
чить из леммы 1 и леммы А.



Доказательство теоремы 1. Из леммы 2 следует, что если 
ряд 2 Л переставим так:

21 21
и эту перестановку обозначим через <, то будем иметь Л'Г(-, 26) = 
= ЛГ(2 Wi). Следовательно, из леммы 1 вытекает, что

М'(т, 2*/)=-М'(2 ^)+л. где x=2y,=2(x։-t։). (3)
Обозначим Е'=Е—х. Из леммы 1 ясно, что E'dM^ti). Из (3) вы
текает, что для доказательства теоремы достаточно показать, что су
ществует ряд 2 Wi такой, что

/«1,2,...; WHO; ЛГ(2Wi) = Е'. (4)

Из условия теоремы вытекает, что Е'—замкнуто и связно при 
dim/И(2/<)< 1 и обобщенно-связно при dim Отсюда (и из
того, что /И(2^) является подпространством Еп) вытекает, что су
ществует последовательность г,՝, i=l,2, ... такая, что

||г*+1—г»||֊*0 (fe—оо)
zrfE', k£l, 2, ... при dimAf(2^Xl
V/?>0 ZN=N(R)-, zk6^U{^(26): (5)
||x||>/?}, при dim
Vx£E' Зпк f ос; 11тгЛд=х. h-*oo

Обозначим W1=z1 и Wi=zt—Zi-i, 1=2,3,.... Из (5) вытекает, что 
для ряда 2 Wi верно

^GAf(26), Л=1,2,...; IWII-0 (А^оо);

2 W£E', /=1,2,... при dtmAf(2//)<l 
1-1

V/?>0 HW=A'(/?); 2 и^£'и{^М(2*։): 
/-1 •

||x||>֊/?}, fes-N при dimAf(2//)>l
п*

Nx^E' Яя* t со; lim 2 Wi = x.
k—*-K t — 1

Отсюда и из замкнутости Е' вытекает (4). Теорема 1 доказана.
Сформулируем еще одно утверждение, обобщающее результаты 

работ (®-10).
Теорема 2. Пусть дан ряд 'Sfifx), сходящийся в метричес

ком. пространстве Lp(0, 1) (/г€^(0, 1), р>0). Тогда, если

(S/?(x))I/։€^(0, 1),

то множество сумм этого ряда

LP
Яа, что 2/0(г) = /}

является смещенным подпространством в Lp(0, 1). Более того, ес
ли р>֊1, то
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а) Л1(£/<)=А+Г0
где հՏ/,, а Го—аннулятор множества линейных функционалов 

:21£(/*)|<°°}. °- также
б) M(Z/l) = {f^Lp(O, 1): для Ng^Lpy Яо, кто 

=£(/)}■
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ռ. tr. иьграрзаъ

Վեկտորական շարքերի մասնական գումարների սահմանային 
կետերի բազմության մասին

Աշխատանքում ապացուցվում է, որ թո֊ ում պայմանական զուգամետ 
շարքի գումարների բազմության կամայական կապակցված (ընդհանրացված 
կապակցված) E ենթաբազմության համար գոյություն ունի շարքի այնպիսե 
տեղափոխություն. որի դեպքում շարքի մասնական գումարների սահմա
նային կետերի բազմությունը համընկնում է E-ի հետ։

Աշխատանքի երկրորդ պնդումն է եթե £P(Ot 1)~ում զուգամետ շարքի 
Պելիի ֆունկցիան պատկանում է LP(Q, \)~ին> ապա այդ շարքի գումարների 
M բազմությունը Lp(0, 1)~ի տեղաշարժված ենթատարածություն էւ
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