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0°. Проблема классификации эндоморфизмов пространства Лебе
га является одной из важных задач эргодической теории. Она естест
венно приводит к поискам новых (по сравнению с автоморфизмами) 
инвариантов (см. например (։՜4)), значительная часть которых основа
на на детальном изучении убывающей последовательности разбиений 
на прообразы (тривиальной в случае автоморфизма).

В работах (5>6) была построена теория алгебр фон Неймана, ас
социированных с эндоморфизмами пространства Лебега. При этом эр
годическому эндоморфизму отвечает гиперконечный фактор, а изомор
физм получающихся алгебр эквивалентен траекторному изоморфизму 
исходных преобразований. Поэтому инварианты фактора, ассоцииро
ванного с эндоморфизмом (в частности, его тип) автоматически явля
ются его траекторными инвариантами.

В настоящей заметке изучен тип одностороннего эргодического 
сдвига Маркова с конечным числом состояний. Тип как траекторный 
инвариант является грубым инвариантом относительно метрического 
изоморфизма, однако, как показывают следующие примеры, он неза
висим от энтропии. Пусть Тг, Та—два эндоморфизма Бернулли с 13 
состояниями ( —, — (Х12)) и (— (Х5), — (Х4), — (Х4)А соответ-

4 16 \8 16 32 /
ственно. Тогда энтропии Тг и Т2 совпадают, при этом 7\ имеет тип 
Ш1, а тип Т2 есть ПЬ. Заметим, что тип произвольного двустороннего 
сдвига (как и вообще любого автоморфизма) есть Пг

Другой пример построен на результатах настоящей работы. 
Пусть >.= — (/5 — 1), Гд—эндоморфизм Бернулли с состояниями (X,

X2), Т4, Т,—эндоморфизмы Маркова с матрицами перехода X Х2\
X2 X/

и

X2 Х\
Л X2/

соответственно. Тогда энтропии всех трех преобразований 

одинаковы, тип Т3 совпадает с типом и равен Шх, а тип Т5 есть 
Шх«. Таким образом эндоморфизмы 7^ и Т5 неизоморфны. Заметим, 
что убывающие последовательности разбиений (или а-алгебр), опре- ■ 
деляемые ими, финитно изоморфны (ср. (2Л)).
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Тип эндоморфизма Бернулли с конечным пли счетным числом со
стояний полностью исследован (см. (ь)): Он вычисляется по исходно
му распределению и равен IIL. для некоторого 1J, при этом каждый 
такой тип можно получить при подходящем выборе образующей. Ос
новной результат данной заметки (теорема п. 2 ) заключается в том, 
что тип эндоморфизма /Маркова, вычисляемый по переходной матрице, 
исчерпывается тем же множеством возможных значении.

В связи с этим правдоподобной выглядит гипотеза: тип любого 
эргодического эндоморфизма (с инвариантной мерой) есть lilt., <€]0, 1].

Г. Пусть Т— эндоморфизм пространства Лебега (А", 2, р), т. е. 
сохраняющее меру преобразование z\, и пусть почти каждая точка 
X имеет не более счетного числа прообразов. Пусть "(/ ) его траек
торное разбиение (точки х, у принадлежат одному и тому же эле
менту разбиения, если существуют целые п, т^О, для которых 
7-лх==7՝/Пу), ЖГ)-график соответствующего отношения эквивалент
ности. Ясно, что /?(7)—измеримое подмножество XXX, содержащее 
в каждом слое не более счетного числа точек.

Понятие типа эндоморфизма удобно формулировать непосред
ственно в терминах траекторной теории. Далее кратко излагается тео
рия счетных измеримых отношений эквивалентности, развитая в ('). 
Пусть т.1 (к,)—левая (правая) проекции /?(7) на X. На 7?(Т) можно 
ввести две эквивалентные a-конечные меры р/ (рг), определяемые 
следующим образом: фактор-мера |ч (р,) по разбиению {^'(Л), -х£Х} 
(соответственно {’^(у), у£А'}) совпадает с р, а в слоях каждая из 

этих мер считающая. Пусть /У— —производная Радона-Никоди- 
t/pr

ма, так называемая модулярная функция эндоморфизма 7', представ
ляющая собой измеримый 1-коцикл (D(x, уЮ(у, z)—D(x, z)). Легко 
проверить (см. (6)), что modpj, D(x, у) = р«(х) рт(у)-1, если Тпх = 
=Тту, где p,»(z)—условная мера z в элементе разбиения 7_*з (г— 
разбиение на точки modp). Обозначим через о(/) множество су
щественных значений измеримой функции /. Пусть

S(T) = n=(O|Fxr), (1)
где пересечение берется по всем F£2, p(F)>0, £>|лх?— сужение мо
дулярной функции на множество FXFOR(T).

Имеется каноническая конструкция, сопоставляющая некоторую 
алгебру фон Неймана каждому эндоморфизму со счетными прообра
зами (5՛6) или измеримому графику отношения эквивалентности со 
счетными слоями (7). При этом эргодическому эндоморфизму отвеча
ет гиперфинитный фактор, a S(T) совпадает с известным инвариан
том Конна (8) этого фактора. В случае, если Т существенно необрати
мое преобразование, S(7’)\{0} является замкнутой подгруппой R+ и 
поэтому совпадает с одной из следующих групп:

0) {1}; М {>.«, «CZ}. /.€10,11; 1) R+. (2)

Очевидно, что если эндоморфизмы 7^ и 7'2 траекторно изоморф
ны, то 5(7’1)=.S(7'2). Назовем S(T) инвариантом Конна эргодичес- 
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кого эндоморфизма Т, при этом будем говорить, что он имеет 
тип Ик, 1.00, 1], в зависимости от. того, какой из вышеприведен
ных случаев реализуется.

Если Т— эндоморфизм Бернулли, то 5(Т) = а(Д) (см. (')). В слу
чае сдвига Маркова это заведомо не так. Например, если Г=7’5 (см. 
п. 0°), то а(Д) ={).", п£1}, однако тип Т5 есть Шх«.

2°. Пусть А'0 = {1,2....... п}, л>1, А' = П Хь — тихоновское произ-
ведение (Х],—Хо, к- 1,2, ...). представляющее собой вполне несвяз
ный компакт Элементы X суть последовательности х= (хг х։, ...), 
где Х!&Хп. 6 — 1,2,..., а преобразование Т сдвига, (Т х) *--= Хи֊\л, к= 
— 1,2,.... является непрерывным отображением X на себя.

Пусть /?0 = {(х, у); ТПх^ТПу},
/?„={(х, у); (Т"х, у) С /?0}, п = 1, 2, ... (3)

£„={(*• у); (х, Т1«1у)С₽0}, л= —1, -2, ...

Тогда /?=■ /?(Т) = и/?л, причем каждое /?„ состоит из однослой- 
II

пых множеств, что позволяет ввести на них структуру локально 
компактного топологического пространства. Поэтому /? = н/?п (дизъ- 

Л

юнктное объединение) также является локальным компактом, причем 
однозначно определена проекция к: /?—»/?. Заметим, что на /? су
ществует структура г-дискретного группоида (®).

Марковская мепа и на X задается первоначальным распределе
нием р = (/»г рг, .. , р„\ ня Ха и стохастической матрицей перехода 
а = [л/Д?,=1. Для простоты мы претполагаем всюту, что компоненты 
матрицы а и вектора р положительны — это гарантирует эргодич
ность эндоморфизма Т пространства Лебега X.

Л е м м а 1. Модулярная функция О продолжается до непре
рывного 1 -коцикла И на R, в том смысле, что для почти всех 
С/?, О(г)=£) (к֊։(г)).

Пусть 2—полуалгебра цилиндрических множеств вида
Р- Р(р-!, а։, .. ., а*) = {х£Х; Х1 = а/, 2=1,2,.. , 6}

Лемма 2. Имеет место равенство

5(Т)=По(0|дхд).
где пересечение берется по всем Р£У.

Пусть 5п—симметрическая группа степени /г, (?(•$„)—подмно
жество циклов. Для каждого х = (А1, 62, .... кт)£С(ВП) положим а։= 
=а^.ак^...аьт^ и пусть Л(«) = {а5, х£С(5п)}.

Теорема. Пусть (X, ц, Т) - односторонний сдвиг Маркова с 
конечным числом состояний и матрицей перехода а с положи
тельными компонентами. Тогда, если существует >£]0, 1[ такое, 
что для каждого а5^Ца), а1=').',з> еде к, взаимно просты, то 
тип Т есть ПЬ.. В противном случае тип Т есть П^.
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Заметим, что диагональ {Оц, Яг։> ■ ■ а«л} матрицы а содержится 
в Ца), следовательно эта теорема обобщает соответствующий ре
зультат для эндоморфизма Бернулли. Предположение о конечности в 
теореме является несущественным — выводы теоремы верны и для 
случая счетной образующей.

Выражаю искреннюю благодарность А. М. Вершику, прочитавшему 
работу в рукописи и сделавшему несколько полезных замечаний.

Институт математики
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Վ. Ա. ԱՐՋՈԻՄԱՆՅԱՆ

Մարկովի էր դողիկ տեղաշարժի հանրահաշվական տիպը
Դիցուք 7-ն (A’, ը) Լեբեգի տարածութլան ք1) էրգոդիկ էնդոմորֆիզմ 

է։ Ալս ձևափոխությանը կարելի է զուգորդել մի ֆակտոր (տրիվիալ կենտրո
նով ֆոն Նոլմանի հանրահաշիվ ), տես (5), (8)։ Համապատասխան ֆակտորի 
տիպը կանվանենք 7-ի հանրահաշվական տիպ։ Ալն կարելի է սահմանել նաև 
հետևլալ ձևով (7)։ Դիցուք /^(7) ={(X, y), Յո, /7։^-0,7''|յ£= 7՜"^}, \1ւ~ը չափի 
է Զ(.7)~ի վրա։ որը համապատասխանում է

f(x, y)d|i/(x, y) = 2 f(x, y)dp(x)
R(T) X

ինտեգրալին, D(X, y) = pnmod p/ որտեգ (J-h(z)-p Z կետի գալ. 
մ ան ական չափն է Tk ձևափոխու թ լան նախապատկերների տրոհման տար
րում։ Եթե o(Z))֊Jr D ֆունկցիալի էական արժեքների բաղմութլունն է, 
ապա Կոնն ի S(T) ինվարիանտը (•), որոշվում է (1) բանաձևով և հանդի
սանում է (2) խմբերից որևէ մեկը։ Ասենք, որ T-ն ունի ԱԼ տիպ, եթե

‘"[’ծեքը համընկնում է Ն-րգ խմբի հետ, ).£[0։ 1]'
Ներկա աշխատանքը նվիրված է Մարկովի էնդոմորֆիզմի տիպը որո

շելուն։ Թոզ a = մատրիցի համար 1Հօ)-ն նշանակում է a.—
= akik,O-kJt, . . . տեսքի արտադրլալների բա զմութլունը։

Թեորեմ. Դիցուք (A, ը, TJ-fi միակողմանի Մարկովի տեղաշարժ ե դրական կոմպոնենտներով ահցմահ մաարիցոփ Եթե գոյություն ունի Z£]0, 1[ այդպիսին, որ կամայական a£L(a)a = )*«, որտեղ րոլոր ճ«-ները ւիոխա- րերարար պարզ են, Z-aGN, ապա T-& ունի ԱԼ տիպ: Հակաււակ դեպքում T-B 11Լ տիպի ե:
արդիւնքը ընդհանրացնում է համապատասխան փաստը Բերնուլիի 

էնդոմ որֆիգմ ի համար (8)/
Ապացոլլցը հիմնված է ալն փաստի վրա, որ (1)-մ բավական է ենթա֊ 

դրել F-ը գլանափն բազմութիւն, իսկ դա իր հերթին, հետևում է թԼ7')֊ի 62



ներկալացո։մից որպես R լոկալ կոմպակտ խմբակերպի (/Հո՜Ւ դիզլունկտ 
միավորում, տես (3)) պրոեկցիա։
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