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О коэффициентах переставленного ряда Хаара, 
подпоследовательность частичных сумм которого 
сходится к функции /(х), /(х)б£р (1е£р<2)

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 11/Х 1983)

В работе (*) было показано, что существует ряд по системе 
Хаара

2 алХ.л(х), (1)
л-1

который всюду на [0, 1], кроме одной точки, сходится к нулю, но 
не все коэффициенты ап{п=^ 1, 2, равны нулю. В работе (։) был 
выделен класс рядов Хаара, для которого одноточечное множество 
является множеством единственности. Этот класс определяется сле­
дующим условием: А) для произвольной точки хо£[О, 1] справедливо 
равенство

Ит [ (Х()||- = 0> где {«*}-_։={/!: Хл(хо)=/=О}.

В этой же работе была доказана
Теорема !. Если коэффициенты, ряда (1) удовлетворяют 

условию А) и некоторая подпоследовательность {֊^иДх)}^ его 
частных сумм всюду на [0, 1], кроме, быть может, счетного мно­
жества точек, сходится к суммируемой функции /(х), /по (1) яв­
ляется рядом Фурье—Лебега функции /(х).

Задаче восстановления коэффициентов всюду сходящихся рядов 
Хаара была посвящена также работа (3).

В дальнейшем нам понадобится следующее определение. Пусть 
дан ряд (1), а յ={ո1։ л։, ..., пк,...} есть некоторая перестановка 
последовательности натуральных чисел (1, 2,..., «,...). Обозначим

(»)2аЛ(х)=2а,։Цх) (2)
л-1 Л=1

и назовем переставленным рядом Хаара. Частные суммы этого ряда 
будем обозначать следующим образом:

•$4°. х) = 2аЛ/хЯ/(л) (/п = 1, 2, ...).
1=1

В работе (4) была установлена
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Теорема 2. ՛ Если коэффициенты ряда (2) удовлетворяют 
условию А) и некоторая подпоследовательность {5,Л։(а, х)}^ его 
частных сумм всюду на [0, 1], кроме, быть может, счетного мно­
жества точек, сходится к ограниченной функции /(х), то (2) яв­
ляется рядом Фурье—Лебега функции Дх).

В этой же работе был приведен пример суммируемой Дх) и 
ряда (2), удовлетворяющего условию А), таких, что некоторая под­
последовательность частных сумм {5,Л/(я, х)}/=1 всюду на [0, 1] схо­
дится к Дх), но этот ряд не является рядом Фурье—Лебега функ­
ции Дх). В настоящей работе доказывается следующая

Теорема 3. Для произвольного числа р, 1 О<2, существует 
ряд (2), который удовлетворяет условию А) и некоторая подпос­
ледовательность частичных сумм которого всюду на [0, 1] схо­
дится к конечной функции Дх), Дх)£Ер[0, I], но не является ря­
дом Фурье—Лебега этой функции.

Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме.
Лемма. Пусть даны положительные числа в, М, п' и ин­

тервал («, Ь) с двоично-рациональными концами. Можно указать по­
линомы по системе Хаара

я я'
Q'(x)= У] аА/*(х), Q(a‘)-Q'(x)+2 а>-/Дх) (3)

Л-р h---p’

и попарно-непересекающиеся множества Е, G, Е, удовлетворяющие 
требованиям:

а) aftx*(x)=0 при Х(Ца, й];
Ь) каждое из множеств Е, G, Е можно представить в виде 

объединения конечного числа попарно-непересекающвхся интервалов 
с двоично-рациональными концами и

с) Q'(x)֊i֊M = 0 при х£О;
d) Q(x) + A4 = 0 при х£Е, Q(x)+/M = const при x£G;

е) 2И + Q(x£>0 при х£Е, {J |M-|-Q(x)|/'"rfx}^<^s1 где р0 некоторое 
число l«sp0<2;

f) 1Д*1 
max|x*(x)| <У при или p^k^.q.

Доказательство леммы. Пусть

2'֊</г'<2'«+1, а=^-, 6=А /4)
2'Л 2/,՛

где £1։ (г, 13, 12, 13 натуральные числа. Выберем натуральное число I 
так, чтобы имело место условие

М// 2/։<е. (5)
Пусть I = тах(/1֊|-1, /։, 13, <4). Рассмотрим следующие интервалы:

(д+ —, д+ —... (а I- -~1 бА 
\ 2'/ \ 2' 2'/ V 2' ’ /

Выберем натуральное число так, чтобы
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( 1/11 \|։/А =)МР- * (1+----- -) < —. (7)| 2<.(2-Л) де 2/,Л г 17

Определим множества Л и е/ следующим образом:

։=1, 2, ..г

Обозначим через /./,/<(■«) (։ = 1, 2.-.., г; £=1, 2,..., ^5) ту функцию 
/я(х), которая определяется условием

2'*+*-1<ж2'*Ь'1, /_я(х) = 0, при х$1а+^—«+£—1+-—1- 
£ а А

(9)՝

Положим /'■■'(х) = /я(х) (х = 1, 2,..., /5—/) для п, которое определя­
ется соотношением

2^-։<л^2^, Хл(х) = 0, при х^а-г*—а+—4—^ст—г\ (10) 
\ 2' 2' 2‘т5-1 /

Рассмотрим следующие полиномы и множества:
г /*■ МУОк—1 г /2~/ ЛЛт/՜О.։—I

« (Л֊)-2 2, ֊^У.М, <Г(Ж)=2 2 (11)

<2(х) = С?'(х)+0"(л:); (12)

0= /7=^а+ ֊, а + ^ \£,| (13)

Легко видеть, что они удовлетворяют условиям а), Ь), с), с1), 1).
Установим справедливость условия е).
Так как каждая из функций /,.*(х), /г=1, 2,..., 75 принимает 

постоянное значение на а ’/.'^(х), 5=1, 2, ../5—/ на Е,, то мож­
но принять следующие обозначения:

М-\-С}'(х) = Т1 при х£ег, О'\х) = Ь1 при х£Еь
Учитывая, что на множестве Е[ (^’(х) имеет нулевой интеграл, 

из условия с) получим
У Г,б?х= У (Л4+(2'(х))с?х= ( Мс?х, откуда Т1=2‘- • М.
е1 Е1

Из условия б), использовав равенство нулю интеграла функции С"(х) 
/ ։—1 I \по множеству ( я-|------- , д-|----- 1, получим
\ 2^ 27 /

, Ь(йх= Л4у.Ма-|- 1-, а-- — \\Е1 , откуда
V I \ 2 27 /
Е1

Ц = М ■ 2'/— - — 
\2' 2'=.

Использовав неравенство Минковского, из (7) получим
՛! Ра

|/И֊|֊ Р'(х)-^"(х)|Мх}
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тем самым демма доказана.
Дальнейшее доказательство теоремы 3 можно провести по схе­

ме, предложенной в работе (4).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Հ. V. ՄՈԻՇԵՂՅԱՆ, Ռ. Ս. ԴԱՎԹՅԱՆ

Հաարի տեղափոխված շարքի գործակիցների մասին, որի մասնական 
գումարների ենթանաշորդականությունը զուգամիտում է

f\x) ֆունկցիային, f(x)£Lp (1<р<2)
ներկա աշխատանքում ստացված է հետևյալ արդյունքը ,
Թեորեմ. Կամայական p թվի նամաբ (1^/?<Հ2) գոյություն ունեն 

f{x) ֆունկցիա, f(x)£Lp, և Հաարի տեղափոխված անդամներով շարք, որի 
մասնական գումարների ինչ-որ ենթանաչորդականություն ամենուրեք զու­
գամիտում ե /(^)-ին, բայց այգ շարքը /(-Հ)-ի Ֆուրյեի շարքը չէ;

նշենք, որ (4) աշխատանքում ստացվել էր հետևյալ արդյունքը' եթե 
Հա արի տեղափոխված շարքը մասնական գումարների ինչ որ ենթահաշորդա- 
կանությամբ ամենուրեք զուգամիտում է զերոյի, ապա այդ շարքի գործա­
կիցները հավասար են զերոյի։

Բաղդատելով այս երկու արդյունքները, կստանանք, որ յուրաքանչյուր 
տեղափոխության դեպքում մասնական գումարների ինչ որ ենթահաջորդա- 
կանությամբ _/(л)-/>Ь, f(X.)£Lp, ամենուրեք զուգամետ Հաարի տեղափոխ­
ված շարքը միակն է, բայց, չնայած ղրան, f(X) ֆունկցիայի միջոցով Լեբե­
ղի ինտեգրալը չի վերականգնում այդ շարքի գործակիցները։
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