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О панцикличности направленных графов с большими полутенями 
(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 23/У1 1983)

В работе рассматриваются конечные направленные графы. Все 
понятия и обозначения, не определяемые здесь, можно найти в (։). 
ОрграФ с /7-вершинам и называется панциклическим, если он содер­
жит контур любой длины /г(3=^^^/;). Орграф называется т-бирегу- 
лярным, если для любой его вершины х имеет место ос! (х) =-1с1 (х) = 
■=т. Джексон (2) доказал, что любой направленный граф с мини­
мальными полустепенями не меньшими А(^^2) и не более 2&Ч-2 
вершинами является гамильтоновым. В (3) доказано, что каждый 
(2я4֊1)-вершинный (п— 1 )-бирегулярный направленный граф б при 

является панциклическим, а при п'Л>5 б содержит контур лю­
бой длины г, 3^г^2л. В настоящей работе доказывается, что каж­
дый /7-вершинный (/>^10) направленный граф с минимальными полу­
степенями не меньшими [р/2]—1>4 является панциклическим.

Пусть б = (1/(0), Д(0))—орграф с множеством вершин 1л(б) и 
множеством дуг Д(О). Пусть А, В^У(О) и г£1/(0). Введем обозна­
чения:

Д(Д-^Д) = {хуСД(О)/хСА, у€Д},
О(л)={у6 1/(0)/ху6£'(0)}, /(х) = {убУ(б)/ухСД(б)}, 

Ол(х)=4ПО(х), /л(х)^ДПД^).
1б(х, 4) = |/л(х)|, ос!(х, Д) = |Ол(х)|.

Число ос!*(х, А) (!с!*(х, Д)) —количество тех вершин подмножества 
Д\{х}, которые несмежны из вершины (к вершине) х, а число Р(х, 
А) количество тех вершин подмножества Д\{х}, которые не смеж­
ны с х. (Если 4 = 1/(0), то в введенных обозначениях А будем 
опускать). Через Сг будем обозначать контур длины г, а через {а, 
д] множество целых чисел не больших Ь и не меньших <7. Запись 
А—*В означает, что если у£4 и г(^В, то уг^Д(О), а /7с_0 означает, 
что О —подграф графа О. Дели х, у€1/(б), то Д(х, у) = 0 означает, 
что вершины х и у не смежны. Орграф, полученный из орграфа О 
после переориентации всех дуг, обозначим через б.

Приведем две леммы, которые используются при доказательстве 
теоремы.

Лемма 1. Пусть О есть р-вершинный направленный граф с 
минимальными поЛустепенями не меньшими |р/2]—Л -6Л 2 (!г 1),
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содержит контур который соич 
длин» г+1- Гмд" 

а) если г^»о'.
6) если |Д 1^6/.’

длины г и не содержит

֊1 //. х£Д 1/(С7)\1/(Сг)> то ос1(х1/(Сг))^0.
2 ц д-^Д, то 1с1(х, Д)=/Ю.

Д о к а 3
Допустим

ателье тв о. а) Пусть Сг : у>г . . тутдО и {р/2] 
что о<1(х, У(СД) о. Тогда об(х, А^п-й и к1(х> у Т

Д,г_ 2Д> Отсюда, поскольку г^=6/г 1, го |в2(х)| +2-4^—।
«(V) множество тех вершин ч>, контура Сг, для которых 
Так как Д(Оя(х)- В2(х)) = 0, то для любой вершины «6в ( /-

I •’ ՝ ' г, / X__ -Л Ь 1 Ы о тпгг-. итп IR. ( У М 1Ь 1имеет место 1б*(«, 52(х))^2/г - 1. из того, ч.о |од_м|^4/г֊1, 
"“лучаем, м#> |В։(х)|֊«-1 и тах{10«(И,Ж(х))}-2А_1. Слеад«»

телыю <Д2(х)> является регулярным турниром и, значит, для любой 
вершины ифВ2(х} имеет место ։<!*(«, Д2(х)) = 2£ — I. Далее, так как 
г֊ |б2(х)|>0, то существует такая вершина х>/^В2(х), что т);+1(?52(д)

Поэтому
1б*('О<)^>|{х, (х)|Д2Л—11>֊/г + /г 4-1,

а это невозможно.
Утверждение б) леммы 1 доказывается аналогичными рассуж- 

ден иями,
Л е м м а 2. Пусть С1—направленный граф с р-вершинами и с 

минимальными полустепенями не меньшими [р/2]-Ь^6/г—2 (/гэИ). 
Тогда любая вершина графа О находится на контуре любой дли­
ны г£[3, 5].

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству теоремы 2 
из работы (4).

I еорема. Пусть С—произвольный р-вершинный направлен­
ный граф с минимальными полустепенями не меньшими [р/2]֊ 1 = 
= д —1^4. Тогда О является панциклииеским.

Дадим схему доказательства теоремы. По лемме 2 С содержит 
контур любой длины г£[3, 5]. Поэтому для доказательства теоремы 
достаточно показать, что если г£[5, ,0—1] и то СгЛлТТС- До­
пустим, что утверждение теоремы неверно, т. е. существуют направ­
ленный граф О, удовлетворяющий условию теоремы, и число г£{5 
дд^'°^;;то с'<=0 п с-՛՛-6՝ пусть „ л-

ил(-г,Д1еС лля £РаФа О и контура Сг доказывается последователь

Лемма 
'/(С)\Д)^2>

Лемма
Лемма 
Лемма 
■Лемма

$ Л е м м а

Лемма
И е м м а

3. Если Вг~ \ \С1[ и для всякой хбВ имеет место ?(■* 
то |в|^|1/(С)\£|.
4- Тели х(-А и у։у2С^«Ол(л')»։ то ^({у2}->/д(х))^0

6.
7.
8.

Если х^А, то ос!(л-, 1/(Сг))>2.
ЕЛп1 И1>4։ ”'° ^(С՝)) = 2 и об(х,

<к графе це существует кон тури длин

'1 Х^А՝ то Д'(Од(х)֊>/д(х)^0.
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.......
'"лемма 12. |Д|^2 и И|^1.

Гак как |А|^1, гч леммы 10 и 12 противоречат друг другу Из 
„олхченпиго противоречия вытекает справедливость теоремы.

Нужно отметить, что для лемм 4, 6, 7, 9, 11 справедливы и 
их двойственные утверждения. При доказательстве лемм 8 11 12 ис­
пользуем следующее

Замечание. Если для любой. х£А имеет место
Г(СГ))<2. т° возможны только случаи 1-Ц (с точностью до вы­
бора начальной, вершины контура Сг и переориентации всех дуг 
орграфа й).

1. /ւր(օր)(-Հ) = {'ձ'ւ> ^շւ --■> и £(х, г^-р) -֊= 0, где х£А и Նտ^տ-տՏՀ— 
-3.

П. /ЩСГ) = {И1՛ 'Ս2՛ •••> ■Օտ+օ+Խ ^+а֊|-2, . . ©/_-։}, Оцсг)={%+1> 
. ^'֊Й’ ^<+2 Ч £՝(-^. {^, У/}) = 0, где а>1, — 
—2, Հ>2 и էտճր—Ն

Из теоремы вытекают следующие следствия.
Следствие 1 (Джексон (2))_ Любой направленный граф с 

минимальными по лус те пенями не меньшими &(^4) и не более 
2й-р2 вершинами является гамильтоновым.

Следствие 2 (Дарбинян и Мосесян (3)). Каждый (2«4-1)- 
вершинный (п'^8), (п—\)-бирегулярный направленный граф явля­
ется панциклическим.

Следствие 3 (Чан Кун-Хуан (5)). Любой направленный 
граф с минимальными полустепенями не меньшими £(£>-4) и не 
более 2Л + 3 вершинами является гамильтоновым.

Следующие примеры показывают, что в теореме ограничения 
на р и на минимальные полустепени не улучшаемы.

Пример 1. С—направленный граф с множеством вершин 
^ւՍ^շՍ^Յ. г^е |Х| = 3՜, 1^<3 и ху£Е(С1) тогда и только тогда, 
когда х^Х, и уё-Ад+цтоай))-

Очевидно, что Ճ является 3-бирегулярным и не содержит кон­
туров длины 4, 5, 7 и 8.

Пример 2. (7—направленный граф с множеством вершин 
1А'1. *։, • • ., хп} и х։х^Е(0) тогда и только тогда, когда Ա—է) 
шос1(11)= ւ։ շ։ з.

Очевидно, что О является 3-бирегулярным и не содержит кон- 
тУРа длины 3.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета

Ս. Խ. ԴԱՐՎԻՆՅԱՆ

Սեծ ԿԻսաասաինաննեոով ուղղորդված գրաֆների պանցիկլիկության մասին 

у ն1>րկա աշխատանքում դիտարկվում են վերջավոր ուղղորդված գրաֆներ, 

3ՈլցւԷում է հետևյալ պնդում՛ը •
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Թեորեմ. Դիցուք G'-fi կամ՛այական Հյ-զսւղաքանի "ւղղորդվԱ1ծ 
(]|1ւսֆ к, որի մ՚|ւԱիԱ'սւ[ I] ի սա ուստի U սւն նհքը փււ քք չեն |p/2|—1^4 Full Ապա' C7-G հանդիսանում՛ I. ս| սւ Աց ի կլ ի կ: ®՛

л итерлтурл — *։• <' Ա11 Ա Ն 11 •՛ **՛ 3 11 ՚՛'*
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