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О критерии согласия для проверки сложной гипотезы 
о спектре гауссовской стационарной последовательности

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 28/Х 1983)

1. Пусть X/, /=0, ±1,... гауссовская стационарная последова
тельность с нулевым средним (Ех1=0). Предположим, что на основе 
одной реализации конечной длины п, х1, ..хп, последовательности 
х։, требуется проверить гипотезу Но о том, что спектральная плот
ность последовательности х, имеет вид /().), Х£[—тс, тс].

Предположим, далее, что гипотеза Нй сложная, т. е. гипотети
ческая спектральная плотность /(X) зависит от неизвестного /?-мер- 
ного параметра 0— (01։ ..., 0^)'£$ (5—открытое множество евклидова 
пространства 7?-р), т. е. /(Х)=/(Х;0), 0£$.

Пусть фл(0) = (ф1п(0), ..Фтл(0))'—пг (лг>=р)-мерный случайный 
вектор с компонентами

ф'п(0)“жПж$)—Ф'(*)Л’ 7=г^’ 

—к

где <Р;(0« /“!» т< некоторая ортонормированная система функций на 
[—", тс], а

—периодограмма последовательности х<.
Заметим, что при некоторых достаточно широких условиях на 

спектральную плотность /(X; 0) и функции ф/(Х), /=1, т, случайный 
вектор Фл(9) при 0“0О (0О истинное значение параметра 0) имеет 
асимптотически (при л-*оо) нормальное распределение с нулевым 
средним и единичной ковариационной матрицей.

Если бы проверялась простая гипотеза, т. е. если бы истинное 
значение 0О параметра 0 было известно, то (1֊4) для проверки гипо
тезы можно было воспользоваться статистикой

ад = 2ФМ0), (п
7-1

которая при п-мэо и 0 = 0О имеет /’-распределение с т степенями 
свободы (х).

Но здесь нас будет интересовать случай проверки сложной ги
потезы Но. Следуя (’•’), для проверки сложной гипотезы Но также 
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/П гпр олнако, вместо неизвестного па- 
ра«т7аЗУГпоХ1вим «которую его статистическую оценку При 
этом, разумеегся, асимптотическое распределение статистики (1) бу- 
пет Зависеть от выбранной нами оценки ( )■

Предельное распределение статистики (1) после подстановки в 
нее вместо неизвестного параметра 6 некоторой его статистической 
Оценки для гауссовких стационарных процессов исследовалось в ра- 
Потах Осидзе (•■’) и Джапаридзе (*). Однако в этих работах предпо- лагаетс° ™ спектральная плотность /(-.) процесса х, отделена от 

нуля, т. е. она удовлетворяет условию 1п1/(Х)>0.
Нас будет интересовать случай, когда спектральная плотность 

Л)) имеет нули того или иного порядка. В настоящей работе в ка
честве оценки неизвестного параметра 6 берется асимптотическая 
оценка максимального правдоподобия. Находится асимптотическое 
распределение статистики (1) в следующих двух случаях: .

а) гипотетическая спектральная плотность /(1-, ) имеет „слабые 
нули, не зависящие от параметра 9, т. е. функция /(X) имеет поря

док ]х|»,
б) гипотетическая спектральная плотность У(Х, 0) имеет как 

„слабые*, так и „сильные* нули полиномиального типа, т. е. она 
имеет вид

/(Х;9) = |(2л'(е'х)|’Л(}.; 6),

где С2л(еп), (|<2л(0)|= 1), полином степени /V с корнями па единичной 
окружности, не зависящими от параметра 0, а функция А(Х; 0) имеет 
„слабые* нули, также не зависящие от параметра 9.

2. В этом пункте мы рассмотрим случай а). Предположим, что 
выполнены следующие условия:

А1) истинное значение 90 параметра 9 является внутренней точ
кой множества 5;

А2) если 9Х и 9а разные значения параметра 9, принадлежащие 
5, то /(>-; 9^ =/=/(>.; 92) почти всюду (>.);

АЗ) при 9££
1п/(Х;9)--=«(Л; 9)-|-®(л; 9),

где и(Х; 9) и '□(/.; 9) ограниченные функции ('□—функция, гармоничес
ки сопряженная с функцией V, т. е. '□ = 1тта, т^Кета, для некото-

рой функции та из класса Харди №) и ||,о||«< —;

А4) 2 |аЛ(9)1*=ОЛ7к\ 
|*|>л V л/

А5)2 |с*(9)]’=о(-т=-
|*1>л V п,

Аб) |^(9)|«=0|
1*1>Л

п—»оо;

п—»оо;

Л->оо, 1=1, р-
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А7) 2 |/лу(б)1։=0(уУ' п-°°'У=^,п>

при б£$, где ак(6), сл(0), 6*/(0) и 4/(9) —коэффициенты Фурье функ- 
I д ф,(Х)ций 1п/(Х, 0), /(л; 9), —— — 1п/(/.;Э) и + соответственно;

$ __
А8) функции —1п/(Х; 9), к~\,р, непрерывны по (X, 9), Х£]—тс, 

дЭ*
Л» ___

«], 9^5, а функции —— 1п/(Х; 6), -■ — 1п№ 9), к, у, 1^\,р, не-
д9*<?9/ ддьдВ/дЬ

прерывны по (X, 0), Х£[—тс, тс], 0£Л/5(0О) (Л/й(90) = {9; ]9—0о|<^й}—некото
рая окрестность точки 0о);

А9) матрица Г(90) = ||т*у(90)||л, /=Т7,
Я 

^(0о)=֊П^-Ь1/(Х;9)| ГА1п/(Х;0)1 Л
4՞ У [ 09,, |о_о0[0'о/ ) о-о„—к

невырождена.
Рассмотрим асимптотическую оценку максимального правдопо

добия 9„ неизвестного параметра 9, которая является решением сле
дующей системы уравнений:

±£П(0)=О, к=-~Р, 
оУк 

К
где £л(0)=_Д|1п2тс+1 [ Г1։1/(Х; 0)+ 

21 и \. /и-;и) 1 J—к 
— логарифм асимптотической функции правдоподобия (։).

Пусть 5(9) = ||?л/(0)||к_г^ есть (/«Хр)-матрица с элементами 
/-։.л

К
М0) = □=[?* №■

V 4тс (?9/
—г.

Теорема 1. При условиях А1—А9 статистика 
- «I « 

алм= 2 ф;л(0я)
асимптотически (при п-нзо) распределена так же, как случайная 
величина

(2) >1 /-1

где ?/, у = 1, т, независимые нормальные случайные величины со 
средним нуль и единичной дисперсией, а числа >1։ ..удовлет
воряют неравенствам у=1,д։ и являются корнями отно
сительно V уравнения бе1[(1—->)Г(0О)—5'(9о)В(0о)]=О.

Доказательство следует из следующих лемм.
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Лемма Г. Асимптотическая оценка максимального правдо
подобия состоятельна, асимптотически нормальна и асимптоти
чески эффективна.

Лемма 2. При п-><х> справедливо соотношение

Ф„(М = Фл(в0) ֊/ лВ(90)(9л-90)+О/,( 1),
где слагаемое ор(1) при п-+оо стремится к нулю по вероятности.

3. Теперь рассмотрим случай б). Предположим, что выполнены 
следующие условия:

Б1) выполнены условия А1, А2, АЗ, А4, А8 и А9 пункта 2, в 
применении к функции А(Х; 0);

Б2) 2 М)1’ = о 
1М>П

п-юо, 1=1, р-

Б4) 2 |М6)1>=0^у^пд ), л-*'оо>

при 0£5, где сь(В), Ьм(В) и 4/(9)—коэффициенты Фурье функций
Й(Х; О), —------- — 1пА(Х; 0) и —

А(Х; 0) дВ1 А(Х; 0) соответственно.

Введем следующие обозначения: Ц—это А2-пространство, пос
троенное по мере /(Х)Л; Нп(Г)—пространство полиномов степени п, 
рассматриваемое как подпространство пространства £./; О£(Х, р.) —вос
производящее ядро пространства Нц(/) (определение и основные 
свойства воспроизводящего ядра см. (8)).

Рассмотрим случайный вектор Фл(0) = (Ф1п(0),... Фтп(0))',

Ф/л(6) =*
Г Г 4(Х) 

/45? 3 I А(Х; 0) 1 <р/(Х)Л, /=1, т.

где

4(0= Г0»<2М-(А, |^)^/у(е“)|22/(Л)г/(^)

—обобщенная периодограмма последовательности х( (£/(гД)—ортого
нальная стохастическая мера, участвующая в спектральном представ- 

я
лении последовательности хе. х(= еа‘7\(1к)).

—П
Пусть 9Л—асимптотическая оценка максимального правдоподобия 

неизвестного параметра 0, которая в рассматриваемом здесь случае 
определяется как корень следующей системы уравнений:

У 
я ~

2-Г±П1пА(к;0)+-^Ц-и1-О, А=177. 
<?9* [2« 3 [ А(Х; 0) ) ]—к
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И, наконец, пусть Г(9)«||т*;(9)||А=г7 и 7К°) = 11М0)11л-Г]й—соот- 
/=1. Р /=1. р

ветственно (рХр) и (тХр) матрицы с элементами

™(0)=у=- [ 1п '0) 1П Л(Х; 0)Л’
У 4“ (Юь

—п
я

₽ЛУ(9) = 7= У (М Д 1п А(х: 0)Л- 

—те
Теорема 2. При условиях Б1—Б4 статистика

т ✓>.
ха(0п)=2Ф}л(ея)

7-1 
асимптотически (при п—>оо) распределена так же, как случайная 
величина (2), где теперь числа Ч], (0^՝^<^1), /=1,р, являются кор
нями относительно ч уравнения

аеП(1->)Г(9о)֊5'(0о)5(6о)НО.

Замечание. Функции ф/(Х), у=1,т, также могут зависеть от 
неизвестного параметра 9. В таком случае параметр 0 и здесь дол
жен быть заменен его оценкой (9„—в случае а) и 9Л—в случае б)): 
предельное распределение получаемой при этом статистики не меня
ется.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

1Г. Ս. ԳԻՆՈՎՅԱՆ

Գաուսյան ստացիոնար հաջորդականության սպեկտրի համար բարդ 
հիպոթեզի ստուգման համաձայնության չափանիշի մասին

՚ Դիցուք X/, է — 0, + 1, ... դա ուս Հան ստացիոնար հաջորդականութլուն 
է, որի մաթեմ ատիկական սպասումը հավասար է զրոլի։ Հոդվածում դիտարկ
վում է հետև լա լ խնդիրը. օգտագործելով համաձալն ութ լան չափանիշը, 
7^1, . . . Xn վերցվածքի միջոցով ստուգել Ւքց բարդ հիպոթեզը ալն մասին, 
որ XI հաջորդականութլան սպեկտրալ խտութլունն ունի ք()հ 9) տեսքը, որ
տեղ ?֊£[—Հ-, 1է], իսկ 9 = (91, ... 9^)՜ անհալս։ վեկտորական պարամետր է։
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