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В пространстве Харди Н*(Е) вектор-функций, принимающих 
значения в гильбертовом пространстве Е, рассматривается система 
А'={Ах}>е«> Хх=(к—1)~%.Е собственных подпространств оператора 
модели Б. С. Надя — Ч. Фояша, где о—спектр системы — является 
счетным множеством в верхней полуплоскости, а Зх—ортопроектор в 
Е. В работе дан критерий базисное™ системы X, спектр которой яв
ляется конечным объединением карлесоновых множеств Этот 
критерий не требует асимптотической стабилизации подпространств 

а состоит в „равномерной базисности* подпространств ъ.Е 
внутри групп, выделяемых в соответствии с теоремой В. И. Васюни
на.

При dim£>l такие системы впервые изучались в f), где было 
введено понятие серии Карлесона С(Д)—такого семейства X, что 
<з(Х) есть карлесоново множество 
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и найдется такой проектор А в £, что Зх—»А. Там же показано, что 
если X можно разбить на конечное число серий Карлесона С(АУ) и 
ортопроекторы А; близки в некотором смысле к попарно ортогональ
ным, то А՝—базис Рисса.

Существование у подсистемы X „направляющих ортопроекто
ров* является, конечно, сильным ограничением. Мы откажемся от 
него, используя построения и результаты В. И. Васюнина.

Определим для точек верхней полуплоскости гиперболическую

метрику формулой th —р(х, у)=|х—у| |л—у|_1։ и через D(l, р) обоз- 
2

начим круг в этой метрике с радиусом р и центром в X.
N

Предложение (*’’). Пусть а= |Jay, а^(С), Gm(p)—связная ком

понента U^. р). Am(p) = a(A)HOm(p), подпространства 1т(р) суть

V (А—X.)-1. Тогда семейство {Z.m(p)} образует базис Рисса в замы-
x6Am(f)

кании своей линейной оболочки в Н1(С) и при р<р0= —— min inf р(Х, 
+ 22V /

и) размерность £т(р) не превосходит N.
20



Определим в пространстве семейств векторов {g = {gx}xeA„։, 
£8х£, ||g|| “Sllgxlle} операторную матрицу Грама формулой Гт(р) = 
={®x8p-}x,p6Am. Если все ортопроекторы 8*. одномерны (в этом случае, 
фактически, речь идет о семействе вектор-функций, а не подпрос
транств), то Гт в базисе {вх} имеет матрицу {(вх, ep.)eH.i^Am, erf&xE.

Теорема. Пусть а(Х) есть объединение конечного числа кар- 
лесоновых множеств. Для того чтобы система X являлась бази
сом Рисса, необходимо и достаточно, чтобы д’ля некоторого р՛ 

sup ЦГ-1(р)||<оо. (нут
Схема доказательства. Из предложения вытекает базис՜-' 

ность системы {/<,„}, Кт = \/Х\. Базисного» X равносильна тогда
Лт

.равномерной по /п“ базисности семейств {А’х}хедт в Кт (в том, нап
ример, смысле, что для ортогонализаторов Vm систем {Л’х}хелт спра
ведливы оценки sup || 1/т||<оо и sup|| Vr~Ij|<bo). Можно доказать экви- т т
валентность такой равномерной базисности и выполнения неравенства 
(1) при достаточно малом р. При этом используется близость в НЦС) 
при малых р функций (k—X)՜1, X£Am, которая вытекает из справед
ливого при р<р0 неравенства dlam О,„ 2АР.

Следствие. Если X есть конечное объединение серий Карле
сона С(Д/), а семейство подпространств А/Е образует базис в своей 
линейной оболочке, то X— базис Рисса.

Отметим, что этот результат может быть получен из указанной 
выше теоремы Н. К. Никольского — Б. С. Павлова о сериях Карле
сона, если заметить, что для изоморфизма Т, Т՝.Е-+Е, переводящего 
базис {bjE} в ортогональный, система ТХ есть объединение уже 
асимптотически ортогональных серий Карлесона.

Замечание. Представляет интерес явно сформулировать факт, 
прямо следующий из результатов, приведенных в (я): если dlmE<oo, 

равномерно минимальная система и а(А՜) лежит в полосе 0<с< 
Im &«сС<Ъо, то А*—базис Рисса.

В заключение приведем характерные примеры базисных систем. 
Для построения Gm(p) используем евклидову метрику, эквивалентную 
в полосе 0<с <^Im £ С<оо гиперболической. Все 8)֊ в примерах од
номерны, и удобнее рассматривать семейства вектор-функций, а не 
подпространств.

Пример 1. ^={(^-и+О-Ч1,}и{(*-я+т»+0-1е?)}. *€Z, |7я|< 
<1/4, где е£»=(з1пал, cosan), eP) = (sin(a„-|֊₽)։ cos(an֊H))» ««CR. ₽€ 
£(0,2я). В этом примере, несмотря на произвольное поведение век
торов eUJ, „жесткая связь“ е<р и е® дает при р<1/2 оценку Гт = 

(1 cos ,, „)>(1—cosp)/ и л—базис Рисса.
cos ° 1/
Пример 2. X={(k—2rt+i)-1e1}[J{(A—2п— l+^)_1e8}lJ{(^—л + 

+ Тл-гО-1в։}, n£Z, [тп|<1/4. Система X является объединением трех 
„чистых" серий Карлесона Cfo), С(е։) и С(е3). Если вектора ех, е։, 
ег линейно зависимы, то воспользоваться следствием нельзя. Одна- 
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ко а(Х) есть объединение только двух карлесоновых множеств {/։ + 
_|_^։ и при р<1/2 в одну группу Лш(р) попадет не более
двух точек спектра. Если вектора е} различны, то тогда выполнено 
(1) и X—базис Рисса.

Ленинградский государственный университет
им. А. А. Жданова

0, Ա. ԻՎԱՆՈՎ

Բազիսներ ռացիոնալ վեկտոր-ֆունկցիաներից և կաոլեսոնյան 
բազմություններ

'Լերին կիսահարթութլոլնոլմ անալիտիկ £ արժեքանի Հարդիի տարա֊ 
ծութ բռնում դիտարկվում է X ենթատարածո։թբռնների {(&—I)֊1 8).£'};.Ի(յէ) 
համակարգ, որտեղ' ձ\֊ն օրթոպրոեկտոր է £-ում, իսկ օ(?ք)-ր։ հաշվելի 
բազմութ լուն է վերին կիսահարթութ լունից։ Ս տարվել են պա րէ աններ, որոնց 
առկա լութ լան դեպքում X'Ը կազմում է Ռիսի բազիս իր գծողին թաղանթի 
ւիակուլթում Լարդիի տարածութլոլնում։ Բերված են օրինակներ։

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Н. К. Никольский, Б. С. Павлов, Изв. АН СССР. Сер. математика, т. 34, № 1 
(1970). 2 Н. К. Никольский, Лекции об операторе сдвига, Наука, М„ 1980. 3 В. И. 
Васюнин, Тр. Мат. ин-та им. В. А. Стеклова АН СССР, т. 130 (1977).

22


