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К. Г. КазарянО свойстве устойчивости базисности для систем функций типа Миттаг-Леффлера
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 31/УШ 1984)1. В исследованиях М. М. Джрбашяна (до 1965 г.), подытоженных в его монографии ('). была создана теория гармонического анализа в комплексной области. Это теория прямых и обратных преобразований с ядрами, порожденнными целой функцией типа Миттаг-Леффлера

=2 г/ (р>0’11>0)> (1)Я=1 Г(рН-п/р)на произвольной конечной системе лучей, исходящих из точки 2=0 комплексной плоскости. Им были установлены существенно новые результаты типа теорем Планшерсля и Винера—Пэли.В последние годы М. М. Джрбашяном и его учениками развивается повое направление дискретного гармонического анализа—дискретного аналога упомянутой выше теории гармонического анализа в комплексной области. Эти два направления внутренне столь же тесно и гармонично связаны, как и теории преобразований и рядов Фурье.В работах М. М. Джрбашяна (2-3) были построены системы функций типа Миттаг-Леффлера, которые являются полными системами собственных и присоединенных векторов, по существу, совершенно нестандартной краевой задачи для определенных интегро-дифференциальных операторов дробного порядка. Им были установлены теоремы о базисности таких систем—теоремы о разложениях по собственным и присоединенным функциям таких операторов.Данная работа связана с разложениями по таким системам типа Миттаг-Леффлера, ассоциированным с нулями {■**}+” целой функции 5,(оа) (0<*<2, а>0), Экспоненциального типа а, где5,(г) = гД1/2(-г8; I+֊,)==-^{Е^г-, ^—Е^—к-, >)}. (2)
Исчерпывающая информация об асимптотическом поведении нулей этой функции дается следующими леммами, установленными в работе М. М. Джрбашяна (3) (см. леммы 1.1 и 1.5).Лемма А. 1. При а^>0 и для значений параметра 0«2 (3)
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функция 5,(ог) имеет только вещественные и простые нули ?х*}+~, причем хо=О, х_А = —хк(—1<4։<+оо). (4)2. При 0<^<1
х&(—к-?~, — *+тг) (-оо<А<+оо), (5)

\ а 2а а 2а/

а при у = 0хо = О, х* = — к — — 81§пА (к — + 1, ±2, ...). а 2а (6)
Хо = , Хк =

— к, 
а

— ) (А==1,2, ...),О / (7)
а при V =1 71

хк = — к ( — оо<7г<^ 4-оо). а (8)Лемма Б. При 0<^<^1 или при 1^<^2 справедлива асимпто
тическая формула

Хк== — к-\- — (V — 1)51£П Л֊ЬО(|А|)’-2), |А|֊> 4֊оо. а 2а (9)Имеет место следующая теорема, которая является специальным случаем более общей теоремы 5 из работы С. Г. Рафаеляна (4).Теорема А. Пусть — 1<ш<1 и {х^^—последовательность 
нулей функции 5,(аг), где а>0 и 7 = 1 + —• Тогда система функ

ций {(1+|д:л|)'”/2£‘1(^;>)}+: (Ю)
является базисом Рисса пространства /Л“(—а, а)=£.’((—а, а); |£|ш<зГ£).Напомним, что базис {<?*} гильбертова пространства Н называет- се базисом Рисса, если для каждого х£Н, х = '^акек, выполняются неравенства с 2 |б։л|я--С||х||г С 2 |ал|2, где с, С£(0, 4-оо)—константы, не зависящие от х.Заметим, что когда ш = 0 (^ = 1), то, с учетом равенств (8) и тождества Ех(г\ 1) = ехрг, эта теорема переходит в известное ут-

Г / \ 14՜50верждение о том, что система функций |ехр( 1-к— I 1 является 
ортонормальным базисом пространства о).Базисные свойства системы {ехр(й),^)}+“, где X*—комплексные числа, были рассмотрены впервые Н. Винером и Р. Пэли (а) и изучались затем в ряде работ. В работах (5՜8) на последовательность накладывались условия геометрической близости к целым точ-
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КИ-М-. Наиболее сильным в этом'направлении является следующий результат М. И. Квдеца (8).Теорема Б. Если число, 8* таковы, что sup |Im8*|<+oo, |Reo*|<d (—оо<А<4-со), (11)
— <x<fc<+oo

где dO.fi, то система {exp(Z(A + MO}±: является базисом Рисса 
в L\—*, я).Отметим, что второе из условий (11), т. е. sup |Reoft|<^l/4, во- feобще говоря, уже нельзя ослабить, так как система {ехр[/Х(й+ +0slgnпри 6^>1/4 не полна, а при 0^—1/4 не минимальна (см. (9), с. 48 и (и), с. 37).Сформулируем теперь основной результат данной работы, который является обобщением теоремы Б на системы вида {CkEx(lx(Xk-\-bh)t\ v)}+“.Теорема 1. Пусть —1<®<1, <»>0 и {xk}+“—последова

тельность нулей целой функции S„(az), где v = l-|֊ —. Если числа 2 оА таковы, чтоsup |Im|Re3*|<d • pk(—оо<А<4֊оо), (12)-<*<+-
где d<^\/4: иp* = inf{ |лк—л>| '.j=f=k, — оо<;<-}-оо} (-оо<Л<+оо), (13)
то система *)}+: (14)
является базисом Рисса пространства L2-a(—a, а).Таким образом, системы вида (10) так же, как и системы вида {екр(։#/)}+”, обладают свойством устойчивости базисности.Отметим, что когда ш = 0 (тогда v = l) и а = «, из (8) следует, что Xfc = A(—оо<^<4-оо), так что в этом случае рА=1 (—оо<&<+ +оо). Отсюда и из тождества E^z; l) = expz следует, что при ш = 0 (и при a==ir) теорема 1 переходит в теорему Б М. И. Кадеца.Отметим, наконец, что нам не удалось построить соответствующего примера, как в теореме Б, и показать, что в нашей теореме 1 при ш=#0 условие rf<4/4 также является точным.Приношу глубокую благодарность моему научному руководителю профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи и руководство при выполнении данной работы.
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ն. Հ. ՂԱՔԱՐ5ԱՆ
Միթադ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների համակարգերի թագիսության կայու

նության հատկության վերյաթերյալ

հայտնի է, որ {CXp(iA^)}+“ համակարգը ունի բա զիս ութ լան կալանու
իմ (ան որոշակի հա ակութ լուն, որը կալանում է հետև Լալում եթե 8^ կոմպլեքս 
թվերն ալնպիսին են, որ Slip |1էՈ 0է|<Հ-|-ՕՕ և | Re ապա Ժ<^1/4 դեպ
քում {6Xp[i(X*-j-0/;)^}+“ համակարգը Ռիսի բազիս է £’( — 1է, 1Հ)ումւ

Ներկա աշխատանքում բերվում է պնդում ալն մասին, որ ալդպիսի 
հատկութլամբ օժտված են նաև ֆունկգիալով ծնված որոշակի հա֊
մ ակար գե րւ

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆՈԻ И֊ 3 Ո Ի Ն

1 М. М. Джрбашян, Интегральные преобразования и представления функций и 
комплексной области, Наука, М„ 1966. 2 М. М. Джрбашян, ДАН СССР, т. 261, № 5 
(1981). 3М. AI. Джрбашян, Изв. АН АрмССР. Л1атематика, т. 19, № 2 (1984). 4 С. Г. 
Рафаелян, ДАН АрмССР, т. 70, № 4 (1980). 5 Н. Винер, Р. Пэли, Преобразование 
Фурье в комплексной области, Наука, М., 1964. 6 R. /. Duffin, А. С. Schaeffer, 
Trans. Amer. Math. Soc., v. 72, №2 (1952). ’ В. Д. Головин, ДАН АрмССР, т. 36,
№2 (1963). 8 М. И. Кадец, ДАН СССР, т. 155, №6 (1964). ° N. Levinson. Gap and 
density theorems, New York, Amer. Mat. Soc. coll. Publications, 1940. 10 В. Э. Кац
нельсон, Функц. анализ и его приложения, т. 5, вып. 1 (1971).


