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Об интегральных уравнениях с неподвижными особенностями 
в теории ветвящихся трещин

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном ЗО/У 1984)

В работе (’) рассмотрены граничные интегральные уравнения за
дачи об упругой плоскости, ослабленной кусочно-гладкой трещиной. 
Вывод этих уравнений (см. (2)) основан на предельном переходе в за
даче о системе гладких трещин, не имеющих общих точек.

В настоящей работе показано, как с использованием метода кон
формных отображений Н. И. Мусхелишвили (3) задача о кусочно-глад
кой трещине сводится к системе сингулярных интегральных уравнений 
на единичной окружности с неподвижными особенностями. Методом 
механических квадратур, получено их численное решение с обосновани
ем сходимости для слабо ветвящихся трещин.

Пусть 1СС —ограниченная кусочно-гладкая кривая. Считаем, 
что в окрестности Ог каждой точки у устроена следующим об
разом; 1) ?—внутренняя точка трещины, т. е. уГ)Ог—диффеоморфно 
открытому интервалу, либо 2) г—узловая точка т. е. ?ПОг = 
*=(Тл + г)ПО*» ли60 3) г—граничная точка 7, т. е. тГ1<Ъ = (71+2) ' °֊- 
Здесь система п^>2 разрезов, выходящих из нуля.

Соответствующее отображение единичного круга на С\?л имеет 
нид (см. (4))

«>.(։)=֊ П (1—уе'*')Ч Н<1. £ 

а/6[0. 2к|. '0<Х,<2 (л~-'1...........«).

где Х/к (у=1, . . п)—углы между разрезами.
Предположим, что С\7я-облас/ь и пусть 2 = ц>($)-конформное

отображение единичного круга на эту область.
Замечание 1. Пусть 2^7 узловая точка, (/— С • • 

лы между разрезами. Тогда для некоторых и / = «> (֊,
п) уг-
имеем:

ц>'($)~С(г—$)А/* 1,х—
Обозначим через КМ многочлен степени /я, обращающейся в 

нуль в тех точках единичной окружности Г(|/|=1)» где (г —I и 
«)(/)у=0. В силу замечания 1 функция /т+‘/?т(О‘"(Нр՛ (О| мож». 1 
иметь скачки первого рода лишь в прообразах узловых то ։ек трс 
щины. Более того, пусть ^(1)^0 гладкая функция на I «а исключи 
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нием прообразов узловых точек, в окрестности каждой из которых 
она совпадает с некоторой ступенчатой функцией, так что р(!) 
= ^т+2^т(1/0и>(0[т|(0ш'(0] 1 непрерывно дифференцируема при /£Г

Задача теории упругости для бесконечного изотропного тела с 
кусочно-гладкой трещиной 7, когда на бесконечности действуют 
постоянные усилия, в терминах комплексных потенциалов ?(х), ф($) 
имеет вид (см. например (3))

?</)+ =^?й)+^=с։'։=֊--у-‘7. <€Г. (и 
<•>'(/) ф (/) I

где ?($), й($) аналитические функции при |$|<Ч, <р(0)=(), 2Сг+КеС2 = 
а՜, 2Сг — РеС, = а՞, 1тСа = а-у, а-—заданный постоянный тензор на

пряжения.
Введем необходимые для дальнейшего обозначения: Хг —опера

тор сингулярного интегрирования (5г/)(՜) = — 1 , Р=(/+5г). 2,
• к/ .1 — Т

г
0=/ — Р, Л\—оператор умножения на функцию £(-) : (Л\/)(՜) = 
^ £(՛)/(')• ( V/ )(')=/ Г), [5г» К|Г]=5гК<—^5՝г.

После элементарных преобразований из (1) получим сингулярное 
интегральное уравнение на единичной окружности с неподвижными 
особенностями (В?')(т) = /?(-:); <Г. Здесь оператор В имеет вид 
/} = Д4-Кг,։|$г, К,] У-+К^Т ИфК V', где К—вполне непрерывный опера
тор, 7—оператор с т неподвижными особенностями, функции 
/;„(-), Р(՜) ('€!՝) определяются в ходе преобразований из уравнения 
(1). Оператор .4 определяется формулой

А = а(։)Р+ Ь(Щ-+ (с(Р)Р-[ V, (3>

а(/) = д(/) = Р’,(1/0, с(/)-^2(/)Р„(1//)֊р(/)Р/п(1//)/ т~' .

<7(0 = 0, р2(/) = (^(0^'п-2);. 
✓

В случае гладкой трещины (л = 1) В —А 4֊Л'1Л
Замечание 2. Интегральный оператор Г с неподвижными осо

бенностями, входящий в (2), имеет вид г
/?(-) 1 ■ -11 ЖИЛ. 

(/—О’г
Нетрудно установить его ограниченность в пространстве /։(Г). 

Известно (см. (*)) матричное равенство

I/
/ \ /-4) 0 » \ //

— V/\0 Л’֊М^\/

ЛЛ /ц(/)Р-+-д(/)0

= (Л'/)(/) = -//(/). /€Г.

<֊ ( Г) л>-+) р \

И)

с{1)УРУ Н֊ б/(Г) 1/^1/ п(/)1/Р0+^(01/0^

Оператор М лишь вполне непрерывным слагаемым отличается от 
оператора А, определенного в пространстве Лр(Г)^/-'1՝՝Х/.Р(Г) ра- 
генством ■ ■ . * . ,



/a(t) c(t) \ /b{t)
\d(t) b(l) / V(/)

d(t) 
a(t)

\Q=a(t)P- b(t)Q.
(5)

)ператоры А и А одновременно являются либо не являются нетеро-

8Ь։ми в соответствующих пространствах, и Ind4= — Ind Л (см 
/ 2

*)), Чтобь։ оператор Л был нетеровым, необходимо и достаточно
I гобы

a(t)b(i)-c(t)d(t)^O (/£Г). (6)

/=։ 7

т
с2 П s?

/=։

c(i)t2m П s;(/-sy)֊2

О

Легко видеть, что условие (6) не выполняется в точках s*. где 
/<М$*)=0 (*=!........... т), и матрицы a(t) и b(t) в этих точках
имеют нули 2т порядка. Следуя (՛), матрицы а и b однозначно мож
но представить в виде

Л(О=Ь0(О/Л(Г). b 
• | 

/>,(/) = П (t-s,?. 
f-i 

Г / ГП \
(сЧ-2п> с(Г)П \

"о(0= _^т/=։ Мо(О =
' О с2 П s', /
\ /=։ /

det<то(/)У=О, detd0(O¥--0» (^Г), а постоянная с равна коэффициенту 
при старшем члене полинома Далее обозначим через £ДГ) = 
^{D֊\t)Pf֊\- /£ЛДГ)} каноническое пространство, постро
енное по оператору Л, I) Dt(t)P-rA0=a0(t)P+b0(t)Q.

Оператор Ло нетеров, следовательно оператор A = A0D тоже не- 
теров из пространства АДГ) в АДГ). При этом

Отсюда

Ind Л= —
2- 

получаем.

det a0(t) агц---- =----
det^0(O

что lndX=0 и оператор Л (см. (5)) нетеров и<
— п\
l.f\y}=Lp(VY п (/ s,)։ в /.„(Г).

1..ДЛЯ того чтобы Af^f. необходимо и достаточ-Лемма \. -Для того чтооы a^=j, неиили^.
чо, чтобы выполнялось равенство Л1(?, I?) (/« •

Лемма 2. Пусть dim Кег Л = 0. Если 3/(<р, ?i) - (. * / ՝ '"՛
И?.
Для численного решения уравнения

(Д + К1/)Т-/' (/€№(О. 0<И<1) (8)
воспользуемся методом механических квадратур. Ищем решение 
|։ виде отрезка ряда Фурье
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фл(/ ) — (էհէи> — 1» 2» • • • •
к=—Л

После подстановки <ря(Г) в (9) получим систему алгебраических урав. 
нений относительно коэффициентов 1/*, /г = 0, ±1, . . ±п. Из тео
ремы 8.3 работы (”) и лемм 1,2 следует

Теорема. Для всех достаточно больших п и для любого 
(0<р<1) вышеуказанная система уравнений, имеет 

единственное решение « векторы (9) при л—ею сходятся по 
норме пространства ЬР{У) к решению уравнения (8).

Следствие. Если для достаточно малых е > 0 шах |^(0 —1| <е гег ’
то последовательность (9) сходится к решению уравнения (2) при 
//-►по в норме пространства АДГ). к

Замечание 3. В случае двух трещин, когда отношение их 
длин мало, задача была рассмотрена в (7). Однако, так же как и в 
в (8), существенно использовалось наличие именно двух трещин.

При п— 2 составлена таблица численных результатов для коэф
фициентов интенсивности, вычисленных в точке А (см. рисунок).

0° 45° 90°

0,7768
0,7485
0,7394

0,6257
0,4795
0,6531

0-0251
—0.070

0,1882

^3 ■)
•

0,1
—0 I1

0,

01 
71
03

—0,5384
—0.4049
-0,3881

—0.0014
—0.3203
—0,4128

Отношение длин ранно 0,15. В первой строке таблицы приведены 
значения, вычисленные рассмотренным методом, во второй строке 
использованы результаты работы (®). Последняя строка соответствует 
коэффициентам интенсивности, полученным методом полиномиального 
приближения отображающей функции.

Автор выражает глубокую благодарность Н. Ф. Морозову и М. 
В. Паукшто за постановки задачи и полезные обсуждения.

Ленинградский государственный
университет им. А. А. Жданова

Ր. Ա. ԱՓՅԱՆ

ճյուղավորված ճաքերի տեսության մեշ անշարժ եզակիություններով
ինւոեղրալ հա։|ասարո ւմների մասին

Առաջարկված է, Ն. /'. Մու սիւ եյիշվի/Ոլ կոնֆորմ արտապատկերումների 
մեթո/քի մոդիֆիկացիանէ Կտոր առ կտոր ողորկ ճաքի վերաբերյալ իյնղիրր 

բերված է միավոր շրշան ա զծ ի վրա անշարժ եզակիություններով սինզուլյար 
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Г

հնտեդրա1 հավասարումների համակարգի. Դրանով իսկ ելակետային խնդրի 
/ղԱյկիություններր պարունակվում են ինտեգրալ հավասարման սիմվոլի մեջ: 
մեխանիկական կվագրատոէրաների մեթոդով ստացված է թվային յռծռմր ե 
թույւ ճյուղավո րված ճարերի համար հիմնավորված է ղու գա միրությո ւնր։
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