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Решение краевых задач для уравнения Лапласа 
в двусвязных бесконечных областях, ограниченных окружностями, 

методом последовательных приближений
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 6/УП 1983)

Пусть /) двусвязная бесконечная область на комплексной плос
кости г = х-{-1у, ограниченная непересекающимися окружностями Г։ 
и Г։. Ищется действительное ограниченное решение и(г) = и(х, у)
уравнения

д^и
дхг (О

в области /3, непрерывное в /Ձ֊ք՜քյ-ք-Րյ, удовлетворяющее одному из 
граничных условий;

(задача Дирихле), (2)“1г։ =/։(*)а) «|г։=/1(г),

в)
ди

(смешанная задача), (3)

дп г
(задача Неймана). (4>

Здесь - -----производная по направлению внешней нормали; /Аг) и
оп

А(2)—действительные непрерывные функции, определенные соответ
ственно на Г! и Г։. В случае краевого условия в) дополнительно 
требуется выполнение условий:

А(г)^ = 0, (5)
г, <

Нт м(г) = 0. (С)

Известно, что каждая из трех сформулированных задач имеет 
единственное решение. Наша цель—показать, что эти решения могут 
быть получены методом последовательных приближений.

Не ограничивая общности, можно считать, что окружность 
единичная окружность, а Г2—окружность |г—г0|=/^ с центром в дей
ствительной точке го = хо^>О и радиусом R. По условию л*0>/?-| 1.

Следуя работе (1), будем искать решение уравнения (1) в виде 
н(г) = Ре{<р1(г)4-сР։(г)+£>1|1пг-1п(г-х0)]},- (7) 
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где ъ(2) и <₽,(*) искомые функции комплексного переменного - 
ограниченные и аналитические вне .кругов |г|<1 и |г֊х0|^А> соответ
ственно, непрерывные вплоть до границы, а су действительная посто
янная.

1. Задача Дирихле. Условие «|г։=/1(г) записывается через 
функции и <Р։(г) в виде

Ке{®1(г)֊Н։(2)-К111п г—1п(2֊х0) ]}и=։ =
или, что то же,

=Л(г). 
1*1=։

Применяя формулу Шварца (2), отсюда получим

?1Г^)4-<Р։(г)֊С11п(Х0-2) = -!- Г/Д/) ֊ - (И +
\2 / 2™ Л /(/—г)

. •/|=1
+ /с։=֊Г։Сг) -НА. (И< 1).

Аналогично из условия и|г, = /։(г) получим

(«) .

Ке

и по формуле Шварца

ф>(-М- /??)+ Дх,-: у) + С, ш =^7 р,(х,+ ЛО 

4 7 М=1
+»с,^։(г)+<с։, (|г|<1). (9)

В обозначениях

уравнения (8) и (9) можно написать в виде системы

ФДг) _|_ ф8 _ сх 1п (х0—г) = /?1(г)+А» (11 1

*, (—ЦД+ МгН'х>" = Л,(г)+ «• <”">
I, х„ 4- Нг) ■ R

Подставляя из второго уравнения выражение функции ^.(֊) н 1|еР 11 
уравнение системы, получим относительно неизвестной функции - 
Функциональное уравнение

'Ь(-)֊ 11(4^))«/"(г), (И<1). ՝ <12)
где

+ =՜) + С11П + Г,)’ 
\7 —Хо/ \ А 2 Ло'

Х(^) = --------- -------->/?Ч֊л0(г-х<,)
(13)
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Функция /.(г) аналитична в круге |’|<П, удовлетворяет условии 
|/.(г)|<1, (|г|«С 1) и поэтому имеет в нем единственную неподвижную 
точку г-,.. Нетрудно убедиться, что

Ясно, что если (12) имеет решение, то необходимо

/=*(гх) = 0. (14)
В работе (3) показано, что условие (14) является и достаточным дли 
разрешимости уравнения (12) и, после некоторого преобразования 
этого уравнения, его можно решить методом последовательных 
п риближений.

Условию (14) можно удовлетворить за счет выбора постоянных 
с2 и с3, входящих в выражение функции Подставляя реше

ние фа(-) уравнения (12) в соотношение (11"), получим 6а(г).
Из (7) и (10) получим искомое решение задачи (1). (2) через 

найденные аналитические функции Фх(г), ф։(г) и постоянную в виде

//(г) = Ве (15)

2. Смешанная задача. Условие — 
дп г։

д *
виде — Ве{<рх(г)+?։( г)+гг| 1пг- 1п(г—х0) ]}и=1 -/Дг), 

оп - •

I 
записывается в

что эквивалент

но уравнению

(16)

Его правая часть как граничное значение нормальной производной 
гармонической в единичном круге функции удовлетворяет необхо
димому условию - |

(17)
с/ •

I <1=1

Тогда аналитическая в единичном круге функция 

г՜) “ г1։п(*и-г)

определяется формулой (см. работу (г)) 

т/'=֊)֊?։(г)4-^1п(х0-2) = 7։(г)+г4,
(18)

ме произвольная постоянная, а функция тх(г) определяется ин
тегралом '։1(г)=-!- С (Л(О+^) —
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мул
Условие «|г,=А(?) снова приводит к соотношению (9) Из ф-т 
(18) н (9) приходим теперь к функциональному уравнению

'Ы*Ж1(Ч?)) = Г(2), (|г|<1),

------(19)
где ^(г) = Р,(=—)+71(г)-с։1п(^4-=-5-՝)-с11п(х,-г)-^+с։.

Vе ^0/ \п £— Хц/
%

а л(г) определено формулой (13).
По методу, предложенному в работе (’), уравнение (19) при 

любой аналитической правой части Р(г) преобразуется в новое урав
нение, которое можно решить методом последовательных приближе
ний.

3. Задача Ней мала. Граничное ди условие —
дп г,

лит к уравнению (18), а условие Ժ// .
— =յշ(2) к уравнению 

Г։

приво-

вида

<Р։(*о4-Я*)—<Р2(*о4- ^+£11п(хв4-ф’) = 7,(2)+с5, (20)

с дополнительным условием с1=— I /2(г)<7$. Но последнее соотно- 

шение автоматически выполняется благодаря условиям (5) и (17).
Уравнения (18) и (20) приводят для ф։(г) к уравнению

'?1(г) —Ы'-(г))=^(г)+с4-с5.

Из условия (14) определяется постоянная с4—сл. Решение последнего 
уравнения, как и выше, можно получить с помощью последователь
ных приближений.

Таким образом мы получим решение и(х) задачи (1), (4), имею
щее предел при г-»-оо. Тогда и(г)—и(<х>) будет решением той же 
задачи, исчезающим в бесконечности.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Գ. Վ. ԳԵՆՋՈՅԱՆԼաւդ լա ս ի հավասարման համար եզրային խնդիրների լուծումի հաղորդական մոտավորությունների մեթոդով շրղանազծերու| սահմանափակված երկկապ անվերղ տիրույթներում
Հոդված ամ г = Х-\-1у կոմպլեքս հարթութրսն |ր|«Ջ1, |г—хо|</? (Ао_2 

շրջաններից դարս րնկած անվերջ աիրոպթամ հարմոնիկ //(֊’)֊
•=«(*, у) ֆ ունկքք քէ ան եդրալէնա) «|թ|=։ =/ւ(2)’ =/1(г)>

р) у- “/։(г)։ и|к-х.|=/?=/1(г)« 
дп |քւ=։
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ди
ди |յ| = 1

ди

տ

71

ան կա ցած ի դ և պքում փնտ րվու մ է

и(г) = Ее{<р1(г)4-т8(г)+с|[1п2-1п(г—х0)]}

?։(*) և ?з(г) ֆ ունկ ցի աներբ սահմանափակ անալիտիկ
ֆունկցիաներ են խ|< 1 և |շ-х0|^ R շրջաններից ^П1Г и համապատասխան

Յու19 է տրվքէմ, որ ^(2) և <ք>շ(£) ֆոլնկցիաների դտնելր հանցւււ մ / ֆ(2)±փ(>.(2))=ք(2) ֆունկցիոնաչ հավասարմ ան լուծ մ անր նկատ
մամբ' հաջորդական մ ո տ ավո րութ լուննե րի մեթոդով, երբ տրված են միավոր 
շրջանում անալիտիկ խ (հ) ե )Հշ), (|^(-2)|<Հ1) ֆունկցիաները։
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