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Рассматривается устойчивость шарнирно закрепленного по кон
цам равномерно нагретого составного стержня (рис. 1) в предполо
жении, что выпучивание обеих частей происходит в одной плоскости,

Рис. 1
а возникающие при этом критические напряжения не превосходят 
пределов пропорциональности используемых материалов.

Осевое сжимающее усилие, возникающее в результате повышения 
температуры, определяется по формуле

1 — ш 4֊ ш/г2о (1)

где Л/—площадь поперечного сечения стержня; Е} и а,—модуль 
упругости и коэффициент температурного расширения материала 
стержня, Т— изменение температуры, имевшее место после закрепле- 

Е Ения стержня; £։=—1; о=-^-.

Введя обозначения

— Ц>-|-О>А2О) /-у

где /у—минимальный момент инерции поперечного сечения стержня, 
уравнение устойчивости можно записать в виде

(1х2
-|-л2|12У1 = О,

(2)
б/2у2

/ Х>ш1.
</х2

Проинтегрировав (2), будем иметь

У1=^131пл}1Л-|֊С։со8Л|1Л; у։ С։51прх 4 С4со5рх,
где С։, 
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•» С4—постоянные интегрирования.



Удовлетворив условиям закрепления концевых сечении

У11х-о-О; У։|.г-/ = 0,

а также условиям сопряжения двух частей составного стержня

У։ Уз
^У1 & 
йх с1х

при х —ш/,

для определения значений постоянных интегрирования получим систе
му однородных алгебраических уравнений, ненулевое решение которой 
возможно только при равенстве нулю ее определителя

8|ПЛ|*.и>/ —31ПЦш/

ПСО5П\ио1 — СО8ри>/
О 81П|1/

— С08[Ю>/ 

8|Прш/ 
С08|*-/

= 0. (3)

Из (3) нетрудно получить трансцендентное уравнение

• СО8[1( 1—ю)/4֊ЯСО8Лаш/51п^( 1—О))/ = 0, (4)

отличный от нуля наименьший корень р.т։п которого позволит опре
делить критическую температуру

1 — и> 4-ш &’о
' «Р ~ " ^-Р,т1п» (5)

а։о>4-։2( 1—ш)

при которой нагреваемый составной стержень потеряет устойчивость.
Из (4) и (5) ясно, что значение критической температуры от па

раметров задачи зависит весьма сложным образом. Ута сложная за
висимость чрезвычайно упрощается, если рассматривается устойчи
вость однородного стержня постоянного поперечного сечения. В этом 
случае, приняв ш = 0 (или ш=1։ или « = 6 = Л = 1 и «1 = а։). из (4) бу
дем иметь

$1пр/ = 0, а следовательно
- -277 • т ■Рпнп ~ ~; 1 кр— ., •
I а/3

где Лу=-------гибкость однородного стержня.

Как и следовало ожидать, критическая температура однородного 
стержня постоянного поперечного сечения не зависит от значения мо
дуля упругости, а зависит только от гибкости стержня и коэффициен
та температурного расширения его материала.

В отличие от случая однородного стержня в задачах термоустой
чивое™ составного стержня протяженности участков, занимаемых каж 
дым из материалов (параметр «>). и отношение их модулей у пру։ости 
(параметр £) могут явиться причиной не только значительных коли
чественных изменений значений критической температуры, но и могут 
обусловить весьма существенные (порой даже принципиальные) ка 
чественные изменения в ее поведении.

В связи с невозможностью аналитического описания зависимости 
критической температуры от параметров ш и А особенности задачи 
термоустойчивости составного стержня исследуем на примерах сте[ ж 
ней, изготовленных из стали ЭИ257 на участке/= I и алюминиевого
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сплава 2024 —ТЗ на участке /=2 (для краткости изложения эти ма
териалы в дальнейшем будут называться соответственно сталью и 
алюминием) с характеристиками (1а)

/^ = 20,40 • Ю10 н/м1; £, = 7,387 • 1010 н/м’;
(6)

€4=11,04 - 16֊’ °С՜1; «, = 22.40 • Ю֊в 0С֊։,

а также из гипотетических материалов, имеющих те же значения 
но иные отношения модулей упругости (к =0,1; 0,5; 1,0; 1,662; 2,0;
10). |

При этом рассмотрим составные стержни постоянного прямоу
гольного поперечного сечения (8=1, п = Ь), приняв /=100см, /’ = 
= 1/Зсм*.

На рис. 2 приведены кривые зависимости 7\р=/(ш), соответ
ствующие различным значениям параметра к. Из этих кривых видно,

* * — ■> 1 I 4 1 1 » I I ,

40 О* О* 04 44 Об об ОГ Об 09 <4 Си

Рис. 2

что функция 7'кр=/(<у) в интервале 1^-о>^-0 может иметь экстремаль
ные значения, т. е. изменением месторасположения границы раздела 
материалов составного стержня можно добиться как уменьшения, так 
и увеличения значений критической температуры, а следовательно, 
возможна постановка задачи определения оптимальной структуры 
составного стержня.

Рассматривая кривую, соответствующую, например, значению 
£ = 0,1 (рис. 2), замечаем, что критическая температура для однород
ного стержня из алюминия (ш= 0) меньше, чем для однородного 
стального стержня (ц> = 1). Этот результат легко можно было бы пред- 
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сказать элементарным сравнением значений коэффициентов 
турного расширении алюминия и стали. темпера-

Переходя от однородного алюминиевого стержня (ш = 0| к со 
ставному стержню со сравнительно небольшой протяженностью стать- 
„ого участка (шя=0,2),из сопоставления значений коэффициентов 
температурного расширения алюминия и стали следовало бы предска 
зать увеличение значения критической температуры (за счет введения 
участка из материала с меньшим значением коэффициента темпера
турного расширения взамен удаленного такого же участка из мате
риала с большим значением коэффициента температурного расшире
ния). Однако для такого составного стержня расчетные значения кри
тической температуры оказываются меньшими, чем для однородного 
алюминиевого стержня. Неожиданность этого результата характерна 
для задач термоустойчивости составных стержней и является ре
зультатом сильного влияния условий сопряжения участков, изготов
ленных из материалов, обладающих различными механическими свой
ствами.

Это явление более наглядно можно обнаружить при переходе от 
однородного стального стержня (и>=1) к составному стержню с ма
лой протяженностью участка из алюминия (ю^0,9). Из сопоставления 
значений коэффициентов температурного расширения следовало бы 
ожидать уменьшения значения критической температуры при переходе 
от стального стержня к составному сталь-алюминиевому стержню. Од
нако на самом деле имеет место непредсказуемое увеличение значения 
критической температуры. Это увеличение может оказаться весьма 
существенным (даже многократным) при замене алюминия другим 
материалом с таким же коэффициентом теплового расширения, но со 
значительно меньшим модулем упругости (см. кривую, соответствую
щую значению £ = 0,1)

Выявленная особенность задачи термоустойчивости составного 
стержня показывает, что во многих случаях невозможно эвристическое 
прогнозирование поведения составного стержня, а переход от однород
ного стержня к составному, путем введения участков небольшой про
тяженности (но из материала с резко отличающимися упругими свой
ствами), может обусловить резкое и существенное изменение значения 
критической температуры.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ս. 1Г. ԴՈՒՐԴԱՐՅԱՆ

Դիտարկվում Լ

Բսւղաղրյալ ձողի ջերմակայունությունը
ծայրերում հողակապերով ամրացված հավասարաչափ

տաքացված բա ղա г/րյալ ձողի կայունությունդ Ստացված է բնութաղրիչ հա-
վա սարում ր և կրիտիկական ջերմաստիճանի արտահայտությունդ Հայտնա- 
բերված է բաղաղրյայ ձողի ջերմակայունության առանձնահատկությունդ

Այղ առանձնահատկությունը կայանում է նրանում, որ խիստ տարբերվող 
առաձգական հատկություններով օժտված փոքր երկարություն ունեցող ձողա-



հատվածի ա ոկա յո ւթ յո ւն ր կարող է պ ա յմ ան ա վո րե լ կրիտիկական ջերմ աստի֊ 
ճանի էական և չկանխագուշակվող փո փո խութ յունն ե ր։ Դա երևում է 311 257 
պողպատիր և ալյումինի 2024— ք«3 համաձուլվածքից պատրաստված բաղա֊ 
ղրյալ ձողի համար կառուցված կորերի (նկ. 2) վերլուծությունից (տես 
հ=09602 տարբերակը)։ Մասնավորապես, պողպատի և ալյումինի ջերմային 
րնղարձա կմ ան գործակիցների տրմեքների համեմատությունից բխում Ւ, որ 
համասեռ պողպատե ձողից (ս> = 1 ) փոքր երկարություն ունեցող ալյումինե 
հատված պարունակող բաղաղրյտլ ձողին ( 0) = 0,9) անցումը պետք է պայ֊ 
մ տնավորի կրիտիկական ջերմ ա ս տի ճանի նվաղում ։ Սակայն, իրականում 
տեղի ունի կրիտիկական ջերմ աստիճանի չկանխագուշակվող աճ։ Այղ աճը 
կարող է էական (նույնիսկ բազմապատիկ) լինել, եթե ալյումինը փոխարինվի 
նույն ջերմային ընգարձակմ ան գործակից, բայց զգալիորեն ավելի փոքր 
առաձգականության մողուլ ունեցող նյութով (տեսհ=0,1 արմերին համա֊ 
պատասխանող կորը )։
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