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1. В цикле работ М. М. Джрбашяна (1-5), посвященных исследо­
ванию вопросов полноты и полной внутренней характеристики замыка­
ния различных систем функций, рассмотрена также система

(1)
где —произвольная последовательность комплексных чисел из 
полуплоскости Кес>0, 1—кратность появления числа р* на от­
резке {р/}?. Им установлено (։՛4), что для полноты системы (1) в 
£а(0, -гос) необходима и достаточна расходимость ряда

У (1-Ни*|г) 1 Иерь 
й-1 (2)

В специальном случае, когда члены последовательности {ра}7 попар­
но различны (тогда $* = 1, £>]), этот результат переходит в извест­
ную теорему Мюнца—Саса. При условии неполноты (1), т. е. в слу­
чае сходимости (2), М. М. Джрбашяном (’) дана полная внутренняя 
характеристика замыкания в метрике А։(0, 4-оо) системы (1).

При наложении дополнительных условий на последовательность 
{н*}Г в ряде его работ (м՛5) выявлены специфические свойства функ­
ций из этого замыкания. Полученные в указанных работах результа­
ты явились существенными обобщениями известных ранее результа­
тов Л. Шварца (") для простой системы (1тр*=0), неполной
в А։(0, Дос).

2. В данной работе анонсируются результаты о специфических 
свойствах функций, принадлежащих замыканиям систем вида (1), не­
полных в определенных пространствах, голоморфных в угловых об­
ластях функций. Введем необходимые определения. Пусть 
4֊оо и Д(а) = | г ; |аг£г| , 0<|г|<4֊о© , Д(а) = С\Д(я) взаимно-до­

полнительные угловые области в конечной комплексной плоскости С. 
Обозначим через А/։|а| пространство голоморфных в А(а) функций 
^(г) таких, что
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а через А/2[а]-пространство голоморфных в Д(а) функций Ф(г), для
которых

1?1<՜
ЦФ|1/ЛЙ| 8Нр

1/2

Ой
Отметим, что намного более общие пространства голоморфных в угло­
вых областях функций впервые введены и исследованы в работе М. М. 
Джрбашяна и А. Е. Аветисяна (7) (см. также (8), гл. VII).

Пусть, далее, А = {М? — произвольная последовательность комп­
лексных чисел, а $Л 1 — кратность появления числа ).» на отрезке 
{>՝>}?• Легко проверить, что тогда

(3)

В работе М. М. Джрбашяна и В. М. Мартиросяна (й) установлено, 
что для полноты (3) в /У2Н1 необходима и достаточна расходимость 
рядов

(1 + 1М2*)՜1 Кек». (4)

Там же дана полная внутренняя характеристика замыкания системы 
(3) в метрике ^[7], в случае сходимости (4). Эти результаты при 
а=1 (7=4-00) переходят в результаты М. М. Джрбашяна относи­
тельно критерия полноты в Л2(0, -гоо) и внутренней характеристики 
замыкания системы (I) в случае ее неполноты (полагая А/2[-֊ос| = 
=£։(0, 4-°°)- Отметим, что сходимость ряда (4) необходима и доста­
точна для сходимости бесконечного произведения (10)

гСДО). (5)

Если ряд (4) сходится, то (5) определяет голоморфную в А(*) функ- 
цию /Л>(г).

3. Перейдем к изложению результатов данной работы. Методом 
биортогонализации М. М. Джрбашяна (*1,12) при условии сходимости 
ряда (4) построена система функций {т*(-г)}^С//։1՝||, биортогональ- 
ная с системой (3) в смысле 

I, к =
О,

где £т—общая граница <^(7) и Д(7) = С\Д(7)» с направлением поло­
жительного обхода области ^(7), а

/2т. </г]1у

где

а;(г)Ч-1)5*՜1
Вл(г) 

(**֊1)1 ,±0 (2-кл)Р*՜5*
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I (I | )
сП'у Ва(г) г-Ч

Итак, построив биортогональную систему, мы показали минималь­
ность системы (3). Теперь для любой функции /(г)£Н2[7 | мы можем 
образовать формальный ряд

/(г)-V с*(/) = /(т)?Л(')<*’ (*>1).
<՝-!

(6)

В настоящей статье исследуется сходимость этого ряда в определен­
ном смысле при некоторых дополнительных условиях на последова­
тельность Л = {/л}1'.

А именно, предположим, что последовательность А = {/>,}' кро­
ме условия Н

V (1+|'»1=։)-1Рел;<-| оо
Аг-1

удовлетворяет также условиям

Д,(А) = 5пр{|агсг).>1|}<^-, 
2а

ЛМЛ) = 1п{{|М}>0.

(7)

(8)

(9)

Очевидно, что при этих условиях (7) эквивалентно условию

Ь- 1
(10)

Будем говорить, что {)^}։՝ £5,, если выполняются условия (7), 
(8) и (9) одновременно

Из леммы 4.2 работы (5) следует, 

вует определенная последовательность

что если (лЛ}։՝ то сущест- 

чисел 0<г^= — Ма (А) <у“ <

<СГ]<С • • <СГЛ<С • • •» Нт г’ = 4-оо такая, что все точки последователь-
Л-»+Х * СI

пости рч}. принадлежат совокупности круговых колец =
<С121<СГ?1 Л. «>0, и на границах этих колец можно оценить снизу
|#3(г)|. Обозначим через £п множество всех отличных друг от друга 
точек последовательности лежащих в области Э„, оо,
заметив, что КпГ\Ет^ 0, 0^п<^т<^֊\-оо и каждое —конечное чис­
ло. Пусть 1агй’1<;У—угловой

2; I
сек­

О. ( к ) — 0>0, *=>1).

тор.
Положим Ол(и; /) — V Ск(/)е-'ьгх*ь-1 и наряду с рядом (6) рас- 

։х*'с?л
смотрим сгруппированный ряд

/(-)- (■?; /) —

Теорема 1. Пусть Если функция /(г) принадле-
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жит замыканию в метрике //а|7| линейной оболочки системы (3) 
то справедливы следующие утверждения:

1. Функция /(г) аналитически продолжается в угловую об
ласть Ал(---- |- 7а(Л) ), где

VI /

2. Для любого '> 0 и любого углового сектора К>,

— да ( — 4՜ 1а(А) ), 6>О, 0<3J<ja(A) существует постоянная С= 
vi /

= Св(8; ₽), зависящая только от а, р, 8 и {лл}֊ и такая, что
п ( - I/(Z)-V ^СЦ/Цн.1,) V е~’Ле֊чч,

ГП'-О I т - п I I

ео= ֊-^1п(Р֊7а(Л)), + А
о \2-( /

Таким образом, отрезки ряда (11) равномерно аппроксимируют

— 4՜?) с касанием 
2‘( /

порядка е-хИ в бесконечности.

3. Во всем угловом секторе справедливы оценки
՝ \2т /

V |С7л(г; /)|<А|гр<»|1Ж|Ф 
л -О

где Д = 8) зависит только от а, 3, 8 и {>*}’, а

Х(3) =Л4а(Л) Sil|( * —-—— ,s(p) = max max (sh— 1) 
sinP

Следствие. Пусть и функция f(z) принадлежит за­
мыканию в метрике A/2|i] системы (3). Тогда при любых 8 и 9, о^>0, 

0<Т< — +7а(Л) будем иметь 
2т

Г С V/2(sup I |/(г^)|^г <В||/||л/,|1|,
I J I6

где Л = 5а(8; 0) зависит только от а, 8, 0 и
Отметим, что в предельном случае, когда а>=1 (, = +оо), если 

полагать ^3|4-оо| = £2(0, 4-°°)> эта теорема переходит в теорему 4.2 
работы (5),

Теперь обозначим через /ЛДт] класс голоморфных и ограничен­
ных в Д(т) функций /(г) и обозначим

Можно показать, что если {МГ€$- то система (3) минимальна в 
1 ։ к)



//_К.] и с каждой можно ассоциировать ряд вида (6). В
этом случае рассмотрим сгруппированный ряд

сц( /)е-х^ггхч՜1 ). (11)
л- О «-о

Тогда, в обозначениях теоремы 1, имеет место
Теорема 2. Пусть {МГЬ$«- Если }(г) — из замыкания в мет­

рике /У-Н) системы (3), то справедливы утверждения:
1. Функция /(г) аналитически продолжается в угловую об-

2 Для любого >^0 и любого углового сектора К\—-4֊м су- 
\2т /

шествует постоянная С — Св(о, ?]), зависящая только от а, 6, 
т. 11 {МГ 11 такая, что

п > ւ\',

3. Во всем угловом секторе К ( — Ч Р ) справедливы оценки 
\2т /

6ИЧ֊О^|/(г)| е0Ь}-^г £ |0л(2;
л-0

где Л = Лв(о, т,) зависит только от а, р, о, у и {X*}".
В заключение приношу глубокую благодарность профессору М. М. 

Джрбашяну за постановку задач и руководство при выполнении дан­
ной работы, а также В М. Мартиросяну за ценные обсуждения.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Շ. մ. ԴՐԻԴՈՐՅԱՆ

Անկ|ւււեայ|ւն տիրուԱ>ում Մյունց — Սասի տիպի ոչ 
լրիվ р ն ր]նանրսւցւ|ա ծ համակարգերի փակոււթի մասին

Աշէ" 
ն րա ցված

դիտարկվրս մ է И Լրոնէյ Սասի տիպի ոչ էրի>[ րնգհա֊

համակարղր , որաեղ քք 
թքոլնն է, որոնց համ ար

ճ(*Հ)֊ամ հոլոմորֆ ֆունկցիաների աարածոլ֊

+ <*
( Ր )1/2

11/1Ա։հւ = տսթ I \/{ге^)\2дЛ <փօօ

րստ որում 7 1 '' 1— 1, А = {/յ, } “ △ (®), իս^ հ" ի հանդես էքալու պա
աիկոէ թ քունն է մ է
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Կաաււցվում է՝ {?л(г)}Г

и/լք սմ/աՐ4Ինւ

Հհ տա դոտ

համակարդր, ,,րը րիորթոցոնալ է (ա*(2)}-

«/,»«/ է V £л(/)<”л(г). Са(/) =հ-1

,,t զամիտութլունը, {'֊*/7՜1/ք""
I Л => 1, շար^Ւճւ(ւ)

տրված որոշ պա րք անների դեպքում I
Համանման արցունքներ ստաց [ած են նաև H, [ Հ ] տարաձաթլան հա֊ 

Հոլոմորֆ f(z) ֆունկցիաների դասն է, որոնց հա֊

l/Khl=sup{|/(z)|}<+oo.
*ея7)

ЛИТЕРАТУРА — %римиъпм*3пьъ

’ Л1. М. Джрбашян, ДАН СССР, т. 141, № 3 (1961). 2 Af. М. Джрбашян, ДАН 
АрмССР, т. 35, № 2 (1962). 3 М. М. Джрбашян, ДАН АрмССР, т. 35, № 3 (1962». 

Л1. М. Джрбашян, Нзв. АН АрмССР. Математика, т. 14. № 6 (1979). 5 М. Л1. 
1жрбашян, Мат. сб., т. 114 (156), № I (1981). 6 Schwartz, Etude des son»ms d'ex- 
onentelles, 1 ere ed., Paris, Hermann. 1943, 2 erne ed. Strasburg, 1959. 7 Af. Af.
Тжрбашян, A. E. Аветисян, ДАН СССР, т. 120, № 3 (1958); Снб. мат. журн., т. 1. 
Гг 3 (1960). 8 М. М. Джрбашян, Интегральные преобразования и представления 
пункций в комплексной области. Наука, М., 1966. 9 М. М. Джрбашян, В М. Марти- 
юсян. Изв. АН СССР. Сер. мат., т. 41, № 4 (1977); ДАН СССР, т. 225. № 5 (1975). 

10 М. М. Джрбашян, ДАН СССР, т. 219, № 6 (1974). 11 М. М. Джрбашян, Мат. сб., 
95 (137) (1974). 12 М. М. Джрбашян, Изв. АН СССР. Сер мат., т. 42 (1978).


