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Пусть комплексное банахово пространство В есть прямая сумма 
банаховых пространств В,, 2=1,2: В = Вх-\-В2\ ^—отвечающие этой 
сумме проекторы (Е;В = В;, Ех -|֊Е2 = 1). Для х£В положим Е^—х1 и 
пусть 7 = {х£В : М>[х2!|}. Линейный оператор А в В назовем фоку­
сирующим (ср. (’)), если для всех х^7, выполнено неравенство

^Ах^^ДАх', q = q(A)<\. (1)
Инвариантные подпространства фокусирующих операторов в случае 
гильбертова пространства В = Н изучались в (2՜4) (см. также (5), где 
детально исследован частный случай фокусирующих операторов— 
равномерно /-растягивающие операторы), а в общем случае банахова 
пространства—в (1։6). Некоторые спектральные свойства таких опера­
торов рассмотрены в (։՜3,5). При этом в работе (՛) интересующие нас 
результаты получены, с одной стороны, при более общем, нежели у 
нас. определении фокусирующего оператора, а с другой—для случая 
вещественного пространства В и при условии dim В։=х<Ъ©.

В настоящей статье, развивая методы работ (1>3) и используя ре­
зультаты из (7), мы изучаем характеристические спектральные свой­
ства оператора с фокусирующей степенью. При этом удается усилить 
некоторые предложения работ (3> б) об инвариантных подпространствах 
фокусирующего оператора.

Положим N = : МСХг!.}- Через обозначим класс
всех подпространств Z.j(Z.j) из В таких, что LxdZ и EXLX =
- BX(E2L2 = В2). Как известно (см., например, (’)), всякому Л1(гА71(Л2С 
£М2) биоднозначно отвечает оператор Q^KX(Q2^K2); QX:BX-^֊B2, 

UQ,HD- Положим K^Q^Kt: ||Q/[<1}; Ж = {(£; + 
A-QABi: Q,^K }, /=1,2. Через А// обозначим блоки EtAEj оператора 
A, i, y=l, 2. Через з(А/А) обозначим спектр сужения оператора А 
на его инвариантное подпространство L. Положим з(А/£) = д(А). 
Всюду ниже оператор А предполагается ограниченным.

Теорема 1. Пусть фокусирующий оператор А удовлетворя­
ет условию (а) Ап—гомеоморфизм Вх на Вх и Ит։։А12К1.

Тогда А обладает единственным в АД инвариантным под­
пространством таким, что

где y^(A/Lu), >£ДА)\а(А/Л0). (2)
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Доказательство. Положим К'^С^Ку: 
Согласно условию (а) оператор Л порождает (") 
преобразование ГА :К1+К< по формуле

дробно-линейное

/?л(Р։) = (Д,1 + А,2Р1)(Д11Ч-А12Р։)-1.
В силу 7<1 и аналитичности ВА из (7) следует, что преобразование 

имеет единственную в Ку неподвижную точку Отвечаю­
щее оператору подпространство £0 = (£,4֊Оо)Я։-единственное в 
Му инвариантное подпространство оператора Д.

Как и в (1), определим функцию Ф(«,г)(и, г^В), положив Ф(«, 
г) = 0, если /г—при всех ,(/?; положив Ф(//. г) = 0—а, где 3 = 
= 1пГ{/: хг—«££ при х^}, а = хир{/: хг-«££ при х<с/}, если а и 3 
конечны; положив Ф(«, г)=о© в остальных случаях. Пусть £)=Я//0; 
положим Т(|//|, г) = зир{<?: ^Ф(и, аг) ^€[«1, |«]££, |։|=1}.
Функция Ч‘([«], г) определена на произведении /9х(А0\{0}) и удов­
летворяет следующим условиям: *Г([«|» г)>0, Ч'(г/, г) = 0 тогда и 
только тогда, когда [/*] = [О]=Ло; Ч’Оф/], *г)=Ыф([и]։ при ЛЮ.

И
бом вещественном ц и любом комплексном >70; Ч*(Д[и|, ДгХ^Ч’Цы], 
г), где Д :£)—>£) —отображение, задаваемое формулой: Д[«] = {Дг՛: 

Из последнего неравенства и легко проверяемого соотно­
шения |рг||Чг(Л[м], г)^Л4Ц[и];|О, где [а]££, О=Аг£7о. 0<М<оо, следует 
условие (2) (ср. (1)). Теорема доказана.

В случае рефлексивного В теорема 1 допускает значительное 
усиление.

Положим 2*={х* :х*££*, .И; = {£*: £*С2*.
Е*Ь* — В\}, пусть Л/*° — аналог класса М°.

Назовем дуальной парой (д. п.) пару подпространств (А1։ Аа) 
такую, что г=1, 2.

Теорема 2 (ср. (3)). Пусть в рефлексивном пространстве В 
фокусирующий оператор А удовлетворяет условию (а). Тогда су­
ществует единственная д. п. (£։, 2,) со свойствами: г=1,2;

АЦ&.2\ 214֊/.։ = ^

« РК?Ы, Х€3ММ2). и€а(А/Л). <7-7(А). (3)
Доказательство. Из (а) следует, что ДЛ^ЛД Д-чя всех 

Ту^Му. Отсюда получаем: Д*2*с7*. Из первой части условия (а) и 
фокусируемости А следует: Д’,— гомеоморфизм В‘ на В* и (Д^,)՜1

Покажем, что Д*—фокусирующий оператор; в силу рефлексив­
ности В это эквивалентно следующему соотношению: 

(4)

где ^=^*(А*):0<7*<1.
Вопреки (4) предположим существование последовательности 

{<??},Г-.։ такой, что Qni^K2, ИХР?’Ж1’ п Тогда для =
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найдется у"€£а:|уЯ=1, (8л«)^уД֊* 1. л-оо. Положив хл = рлу;— 
— спул, получим, что |!лл|| = ||хл||. Отсюда из условия фокусируемое™ А 
и (а) следует, что |£,2Алл^(А)1£1Ахл||; ||£*1Лхл|>е>0 при л>л0. По­
ложив уп = С2?у՞֊У՞, получаем хп—ул-0, откуда

(п^т). (5)

Пусть тогда Полагая А'*(Г) =
= {л-*(у) У}, имеем Пн(Ауп) = А*1'п(уп) = (^Ч֊^’)^Дрл-
—£2)ул = {0}, что в силу (5) противоречит условию 2.*£/И*. Фокуси­
руем ость Л* доказана. В

Таким образом, как А, так и А* удовлетворяют всем условиям 
теоремы 1. Поэтому существуют подпространства та­
кие, что а2։ = 21։ А*А* = А*.. Положив 22 = (Л*)^-(={у^5: £*(у) = {0}}), 
получаем 2а^Л1°, АА2с22, а также (в) А1-|֊Л2=^. Поэтому з(А) = 
=с(А/£1)ио(А/Л2), и условие (3) следует из (2). Теорема доказана.

Замечание. Для любого натурального числа р можно при­
вести пример такого оператора А, что Аг фокусирует начиная с г = р 
и не фокусирует при 0^г<р֊ Теоремы 1 и 2 остаются справедливы­
ми, если в них условие фокусируемое™ А заменить более общим 
условием фокусируемое™ некоторой степени А'’, р^\. Обратно, если

лгсг, (б)

существует такая д. и. (Аг А2), что 1=1,2; АА/СЗ/^ и выпол­
нено (3) при то для некоторого натурального р оператор
Ар фокусирует. Поэтому справедлива

Теорема 3. Пусть в рефлексивном пространстве В опера՝ 
тор А удовлетворяет условиям (а) и (6). Тогда фокусируемость 
некоторой натуральной степени Ар эквивалентна наличию д. п. 
(Ар А2) такой же, как и в теореме 2.
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Վ. Ա. ԽԱՑԿԵՎԻԱ

Ֆոկուսացնող օսյԼгшտորնԼրի րնութաղրփչ սպեկտրալ 
հատկությունների մասին

^ււ ղվածում ուսումնասիրվում / Օանախի տարածության մեջ ֆոկուսաց­
նող օպերատորի դուալ ինվարիանտ են թ ա տ ա ր ա ծ ո ւ թ յունն ե ր ր և այղ ենթա- 

տարածությունների վրա նեղացված օպերատորների սպեկտրալ հատկու- 
թ յոլնն երր ւ

IIսւ ացվա ծ / . այտանիշ օպերատորի որևէ աստիճանր ֆոկուսացնող

օպերատոր լինելու համարւ . I
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