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Многие результаты по исследованию обширных классов смешан­
ных задач для деформируемых тел, содержащих разрезы различных 
геометрических форм, изложены в (։>2).

В настоящей работе на основе аппарата сфероидальных волновых 
функций строится замкнутое решение указанной в заголовке задачи 
и формулируется энергетическое условие распространения трещины.

1. Пусть бесконечное пространство, отнесенное к правой систе­
ме прямоугольных координат Охуг, содержит два одинаковых разре­
за в виде полуплоскостей «> = {г=0; — оо<Ос<сю, |у|^ц}, берега 
(верхняя и нижняя поверхности) которых загружены одинаковыми 
по величине и противоположными по направлению нормальными си­
лами интенсивности р(х, у), причем р(—х, у)=р(х, у) и р(х, —у) = 
=Р(*. у).

Будем предполагать, что материал пространства подчиняется сте­
пенной физической зависимости <3[=К^ где и е/։ соот­
ветственно, интенсивности напряжений и скоростей деформаций, а К 
и |1—физические константы (3) Требуется определить раскрытие раз­
резов и нормальные напряжения вне разрезов.

Основные уравнения поставленной задачи в рамках обобщенно­
го принципа суперпозиции перемещений (3) в образах Фурье имеют 
вид (4)

(убО; (1.1)

Му)=-Ы1(')] -1('у -).\№1'1.1у +>Ыч)]^ (1уК«) 0-2)
\ау /.) |у—ч!’ rfi

g,().)=r/K(2hy-2»4ir(-r-f-l/2)p.|֊l; 7 = (|1_1)/2;

£ = {z = 0; |y|>a}; 2/3<ji<1; — oo</<oo.
Здесь K\(y) —функция Макдональда, Г(у) —гамма-функция Эйлера, 
О—определенная константа, функция <р(х, у) характеризует раскрытие 
берегов разрезов, з(х, у) —нормальные напряжения вне разрезов, 
взятые с обратным знаком, а <рА(у), а>(у) и р,(у)—образы Фурье по
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переменной х функций <р(х, у), □(х, у) и р(х, у) соответственно (л- 
параметр преобразования Фурье).

Интегро-днфференциальное уравнение (1.1) должно рассматри- 
ваться при граничных условиях

?4±<։)=0, (1.3)

выражающих условия непрерывности вертикальных перемещений 
(точнее, вертикальных скоростей) на краях разрезов.

Уравнениями (1.1) (1.2) описывается обсуждаемая задача так­
же в постановке линейной теории упругости, когда модуль упругос­
ти материала пространства по вертикальной координате г изменяется 
по степенному закону Е(г) = Еа|г|а (0<а<1). На основе известных ре­
зультатов (5) находим, что в этом случае постоянную (2։>)-х следует 
заменить постоянной Ла = /т:Аа[со5(7:а/2)Г(1-я/2)Г(14-а/2)]-1, где 9а— 
определенная константа из (5), и во всех остальных местах параметр 
|1 надо заменить параметром 1—а.

Так как/>(—х, у) =/>(*, у), то в уравнениях (1.1)-(1.2) можно 
заменить X на —X, причем <р_х(у) = <рк(у), в-х(у) = ях(у). Учитывая это 
замечание, уравнение (1.1) представим в следующей эквивалентной 
форме:

Г “-^т(х)|^.(У)-^(х)5ЬХу| (у££); (1.4)
4 1у—711т 2£

^х(у)= Г8^п(у—7г)сЬ[Х(у-7|)]/7Х(7|)^; Л(—Х) = —Л(Х), 7^

£
где А().)—неизвестная пока постоянная, а ?х(—у) = ?л(у), что непос­
редственно вытекает из заданного условия р(х, — у)^/р(х, у), обу­
словливающего симметрическое загружение берегов разрезов.

Отметим, что вместо интегро-дифференциального уравнения 
(1.3) можно получить интегральное уравнение относительно ?л(у).

2. Решение уравнения (1.3) и последующее определение <*х(у) 
из (12) основывается на соотношениях:

П^т(Р֊||У *11) ± АтЦа|(у + у})| Ь а/д»_|)-х/2у(3)^/<г> ֊7)^7] =
Л |у—Ф (У-Н)т I
а

= ).±(у*/а«-1)֊/25;т(у/а, ֊?) (у>а); (2.1)

П Хт(1М1у-1|) 
) I |у-д|'

+ КД РКу+ч) 1 и»/02_1)-Д5;«'(’1.'о. -?)<*!= 
(у֊Н)7 I

А± (] -у«/л«)’/г//±[агссоз(у/а)| (0<у<а): (2.2)

//*[агсс°5(у/а)| = Р։$у(у/а, — д)± —РеI к
I tg(՜й) 
|с1£(^) <2;,(у/а» ֊<?)

у=-1/2Н֊/х(т>0); х= 1/2-т= 1-|х/2; 8=(т-/т)/2

у=аа/я/4;
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В (2.1)—(2.2) Р‘Му/я, -7), (^(у/а, —д) и 5у\у/а, ^-сферои­
дальные волновые функции (’), выражающиеся рядами по функциям 
Лежандра Р։+2ц(У/а)» О*„и<У/а) и по функциям Макдональда 
К,:+2к(2/7у/а) (Л=0± 1» ...), соответственно, а >.± и Л*։--определен- 
ные константы, выражающиеся бесконечными рядами. Формулы раз­
ложения произвольной функции по функциям $„(>(у/л, — ц) можно 
получить известным методом Вейля—Тнтчмарша (7). Они имеют вид:

Р(՜) |^(3)(у/а, —?)/(у)^у; «• а
(2.3)

/(у) = л-1 \5>™(у1а, -</)/т(х)з(т)т^, 
6

где с(-)-соответствующая спектральная плотность, выражающаяся 
явно характеристиками функции 8^(у/а, —ц). Интегральные соотно­
шения (2-1)—(2.2) можно получить методами теории обобщенного 
потенциала пра помощи результатов работ (8՜10).

Теперь, исходя из (2.1), положим

<(у)-(У2'а։-1)-։/2 |’Фл(-, — <7)5;(3)(у 'я, ֊ч№ (у>а). (2.4)
о

Далее воспользуемся соотношением (2.1), когда берется знак минус, 
формулами (2.3), и учтем граничные условия (1.3). В результате 
после некоторых преобразований находим:

<Му)= |’Фх(х, -ч)С‘(у, ~ч)Л՜ (у>а)՝ (2.5)
О

Ф,(,.-?)=֊
2“'™

1ч:о)-д5:(т)|;

©с-

°’(У. — <?) = | (г^/а2— 1)~։/25;<3)(г//п, —7)^;

У

ег

<Ы~) = 5’<3’(у/а, —7)7х(у)(у։/а8-1)"х/֊4/у;
а

5;1”(у/а, _9)5Ь(>.у)(у‘/а։- 1)-^у;
а

«с

I 5«(Х)О՝’(«, —7)г/т

6
3. Для определения аА(у) при 0<у<Л2, т. е. вне разрезов, сле­

дует выражения <р'(у) и <р,(у) из (2.4)—(2.5) подставить в (1.2) и 
воспользоваться соотношением (2.2) при знаке минус. Однако важ­
нее получить асимптотическое представление °>.(у) при у-*а— 0. С 
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этой целью заметим, чго при помощи формулы дифференцирования 
функции Макдональда можем записать: 

--1|у-^_1^(Н1у-^)1^-П14֊7)1М-т2т88г.(у֊.7։)|у г։|-Чу—г^О). (3.1)

Далее» ядро в (2.1) представим в виде суммы своей главной и регу­
лярной частей, причем главная часть, являющаяся ядром основных 
интегральных уравнений в соответствующих плоских задачах о раз­
резах, определяется соотношением (3.1). После этого анализируется 
структура каждого из четырех слагаемых в (1.2). На осио’ве (2.4) — 
— (2.5) и результатов работы (п) легко показать, что главный член 
асимптотики з>.(у) при у-♦а—0 определяется перзым слагаемым, со­
держащим производную как вне интеграла, так и под интегралом. 
Идя по такому пути, при помощи (2.2) находим

аА(у)~ — К>.(а — у)՜!՜1/2 у->а— 0;

22ТД»Т+5/2

со

ГЛ"ДИ<։Ф).(т, -(?)бЛ; 
к

о *'х
(3.2)

£т = 1г֊’/221-1|Х|-тГ(т+1/2),
где ^Д~опРсДеленная функция, зависящая от ", а Л\—коэффициент 
интенсивности образа Фурье нормальных напряжений оДу) на крае 
у~а разрезов.

Обращаясь затем к обобщенным вертикальным перемещениям 
граничных точек верхнего полупространства г^>0:

|(х-$)=4-(У-^)2||-и/2
((х, у)£П);

?(Л-,У) = Д(АУ)> (Л’Ж'” ; 
I з(х, у), (х, у)£П/ш

Г1 = {г-0; |х|<оо, |у|<оо}»

при помощи (3.2) известным методом Лзйтхилла (՛ ) получим
, ч 12-и֊։(2»)1/О(у-а)'*/2, у-*а+0

Ж(У)’ О, у—֊а—0

Теперь запишем условие распространения трещины (1.2).

О = — 2Г0.

(3.3)

(3.4)

где (/—интенсивность освобождающейся энергии тела (приток энер­
гии в край трещины), расходуемой на его разрушение, а Го—удель 
ная поверхностная энергия. Для вычисления (/ воспользуемся прие 
мом Ирвина (1։), предполагая, что край трещины у = а мысленно 
продвигается влево на величину Ьа. Тогда

< Дй СС
О-||щ 2- Г [Мх, у)Мх,у)^у=4.--11т± рУ | ®л(у)Му)^ 

д#-»о А (2 у р
— «О

Приняв во внимание асимптотические формулы (3.2)-(3.3), условие

(3.4) представим в виде 81



ОО

2к(20)11[81п(я|1/2) ]-1 у К[с1». = Го.

0 ®
/

В частном случае загружения, когда р(х, у) = 8(х)8(у), где 
о(л)—дельта-функция Дирака, полученные формулы для основных 
характеристик задачи заметно упрощаются.

Институт механики Академии наук 
Армянской ССР

Ս. 1Г. ՄԽԻԹԱՐՅԱՆ
Կիսահարթութ հունների տեսքով երկու միատեսակ նեւլքերով թուլացվածանվերջ տարածության լարվածային կինակի մասին

Հաստատված սողքի ոչ֊գծա յին տեսության դրվածքով լարումների 
և ղեֆորմ ագի ան երի արագությունների ինտենսիվությունների միջև գոյություն 
ունի աստիճանային կախվածություն առաջին մոտավորությամբ։ Դիտարկ­
վում է կիսա Հարթությունների տեսքով երկու միատեսակ ճեղքերով թուլաց­
ված անվերջ տարածութ յան լարվածա յին վիճակի վերաբերյալ իւ առը եզ­
րային խնգիրր։ Նորմալ լարումների և տեղափոխությունների համար ճեղ­
քերի եզրերի շրջակա յքերում ստացված են ասիմպտոտիկ բանաձևեր, որոնց 
Հիման վրա ձևակերպված է ճեղքերի տարածման էներգետիկ պա յմ ան ր։
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