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Пусть X и К—замкнутые подпространства банахова пространст
ва Z, S(X) и S(K)—их единичные сферы. Раствором Л и У называ
ется I1) величина

I ' ©(X, K) = max{sup dist(x, К), sup dlst(y, X)}.
уб$(Г)

Сферическим раствором X и Y называется (2) величина

Q(X, K) = max{sup dlst(x, S(K)), sup dist(y, S(zY))}.
*е֊чх) yes(F)

Через dim X обозначим минимальную мощность множества, 
плотного в X. В работе (’) установлен следующий факт:

6(Л', r)<l/2^dlmX=dim Г. (1)
Очевидно, что из равенства dim Х = dim К не следует, вообще 

говоря, хотя бы одно из равенств: dlmX* = dimV*, dlmX** = 
«=dlm F**, .... В настоящей работе будет установлено, что при усло
вии 0(Х, У')<1/2 совпадают размерности сопряженных пространств 
X и Y не только конечного, но и трансфинитного порядков. Сопря
женные трансфинитного порядка определяются ((’), с. 125) так. Име
ем цепь канонических вложений XCX*’CZX****CX<6,CZ ... СХРя>с

ОО

С.... Определим Х(^ как пополнение U ^('п) и. продолжая пос- 
л-0

троение по индукции, построим Х(а) для любого четного ординала, 
т. е. ординала вида р֊|֊2л, где р—предельный ординал. Для нечет 
ных ординалов, т, е. ординалов вида ? + 1, полагаем Х^+2я+1) =
₽(А'(3+2л))*.

Теорема 1. Для всех ординалов я (как четных, так и не
четных) выполняется

0(Х, r)<l/2=»dimA'(‘> = dim m (2)
Теорема 1 позволяет иным путем получить следующий резуль

тат (4-5): если X, У—сепарабельны, X—рефлексивно, a Y—нет, то 
Ф(Х, К)>1/2. Для этого достаточно сопоставить ее со следующим 
результатом ((”), с. 562): если X нерефлексивно, то Х(а> при а=ш’-|-1 
несепарабельно.

Назовем, следуя (7-8), UZCG-пространством банахово пространст
во, в котором существует слабо компактное множество Л'СХ с плот- 
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ной линейной оболочкой. Примерами П”СО-пространств являются се
парабельные, рефлексивные, с0(Г).

Теорема 2. Если X и ¥ являются МСО-пространствами, 
то 2(Х, Г)<1=Фб1тХ=б1тГ.

Известно (8), что в общем случае растворы й и Й связаны толь
ко неравенствами 0<^2<2в. Поэтому условие 2(Х, К)<4 слабее ус
ловия 0(Х, К)<Ч/2.

В работе (։) было установлено также, что

А(Х, K)<l/2=»dim(Z/X)=dim(Z/}z). (3)
Чтобы сформулировать результат, дающий усиление этого» вве

дем два определения. Пусть X—банахово пространство, Г —множест
во. Обозначим через /Л(Г, X) пространство функций для
которых supU(?)k <оо с нормой И ^sup"x( ()||х. Пусть (Fa)a£A—неко- 

тег " ,бг
торое множество элементов единичной сферы /^Г). Каждый элемент 
из (F.)atA порождает оператор / (Г, Х)-*Х (который мы также 
обозначим Fa), определенный формулой Fax = £ ^(7) -*(т);՜ норма 

тег
этого оператора, очевидно, равна 1.

Определение I. Будем говорить, что множество (Fa)af.A от
делено от нуля в X, если существует х£1 (Г, X), для которого 
inf|Fa<>0. а

Определение 2. Показателем множества (Д>) в X назовем 
величину Л(Х, (FX) супремума тех о, для которых существует 

(Г, X)) с lnf||FexO6. 
а

Теорема 3. Пусть X и Y—подпространства банахова прос
транства Z. Для любого множества (Fa) имеем:

A(Z/X, (Fa))—h(Z/Y, Fa))<&(X, Y) • (fi(Z/Y, (Fe))4֊l).
Соотношение (3) получается, если card Г = тах (dim X, dim К), a 

(Z7») —всевозможные элементы Sf/JP)) с двухточечными носителями 
и такие, что в одной точке носителя их значение равно 1/2, а в 
другой —( — 1/2).

Из теоремы 3 и предложения 1 из (5) получаем
Следствие 1. Если в(Х, У)<П/2 и ZfX рефлексивно (обла

дает свойством Банаха —Сакса), то и ZtY рефлексивно (обладает 
свойством Банаха—Сакса).

Следствие 2. Если 0(Х, Г)<1 и ZfX суперрефлексивно (В- 
выпукло, обладает знакопеременным свойством Банаха —Сакса, 
содержит подпространство, изоморфное ZJ, то и ZlY суперреф
лексивно (В-выпукло, обладает знакопеременным свойством Бана
ха—Сакса, содержит подпространство, изоморфное 1Х).

До к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Для XqZ можно определить 
аннуляторы любого трансфинитного порядка, аналогично тому как 
определяются сопряженные трансфииитного порядка. Обозначим их 
X(“-L). Для X(aJ֊\ H’-DCZZ^), используя результат из (*) о том» что 
^(Х, У) —^(XJ-. У1), трансфинитной индукцией получаем 8(Х(а1), 

При четных 1 пространство Х*’-1* канонически отождест
вляется с Х<*> и, используя (1), получаем: dlmX(e, = dim для чет-



ных а. Для нечетного т = а-Н имеем, в силу (3), dimfZW/A'tTi)) = 
= dIm(Z(T)/y(T±))_ Но ZW/A^t-L) канонически отождествляется с 
(X(«D)*=X<i>, а ДО/Уб D—с ДО, так что dim Ar6) = dlm И>>.

До к а з а те л ьс т в о теоремы 2. Пусть dim X < dim Y и Й(Л, 
К)<1— о. Пространство М = cl Lin(A'(J Y) является ФСО-пространст
вом (оно порождается объединением множеств, порождающих X и 
/). Из леммы 5 в (8) (с. 108) следует, что существует проектор Р: 
: М-*Х^Х с ||Р|| = 1 и dim Хг= dim X. Пусть y^S(Y), возьмем х^ 
С$(Х) такой, что |х֊уК1~5- Тогда Py-*HP(y-*)Kl-s и, сле
довательно, ||РУ[| >о. Поэтому сужение Р на Y является изоморфиз
мом Y на подпространство в Хг, откуда dim dlm'A\ = dim X, и, 
тем самым, теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Пусть элемент х(7>(Г, Z) та
ков, что И<3+е’ ЗД) (через Qx и Q> обозначаем
фактор-отображения Z на Z/Х и Z/Y соответственно) и при любом а 
||/?a(Qxz)||^(Z/A', (Ла))—е. Найдется такое а, что HeQrx||<( 1 + 
H֊e)/?(Z/X, (А)). Поэтому найдется z£Y такое, что ||Л,х—4<(1+ 
H֊e)//(Z/y, (Ла)). Имеем И<С( 1+£)(л(^/ Л (Ла))-|-1) и, поэтому, Н(Х, 
r)>dlst(z/H, *)-(l/M)<iist(z, ^)>(^aQx^-(H-e)A(Z/r, (Ла)))/к!1> 

6(Z/A, (Л«))-8-(1+£)/7(2/Г, (Ла))
(l + e)(A(Z/r, (Ла))+1)

Устремля £ к нулю, получаем требуемое.
Выражаю благодарность М. И. Кадецу за научное руководство.

Харьковский институт инженеров коммунального строительстваՄ. Ի. ՕՍՏՐՈՎՍԿԻԵնթաւոարածությռւնների թացվածf|i կասլը *ափողականության և այլ իզոմորֆ ինվարիանտ ների հետ
Հողվածում հետազոտված Լ Մ. հրեյնի, Ս\ Ա. հր ա սնո ս ելսկոլ և Դ. Պ. 

Միչմանի կողմից ներմուծված (Ուկրաինական ՍՍՀ ԳԱ Մաթեմատիկայի ինս
տիտուտի աշխ. ծողովածու, 1948, հ. 11, էջ 97—112) ենթա տ արածոլթյոլն- 
ների հարվածքի֊ հ ա ս կա ր ո ւթ յո ւն ր ։ \ և } ենթատարածոլթյունների միջև 
բա ցվածք ր սահմանվում է հ ետևյալ բանաձևով

&{X, y՝=max{sup dist(x, Y), supdist(y, A')}, 
aGS(A') yCMD

որտեդ ՏԱՀխը և Տ() )'Ը միավոր սֆերաներ են։
Ապացուցված են թեորեմներ բացվածքի իմաստով մոտիկ ենթատարա- 

ծութ յունների, ինչպես նաև այդպիսի ենտարածություններով կազմված ֆակ
տո ր-տ ա ր ածո ։ թ յունն երի հ ամանմ անութ յան մասին։ զոդվածի թեորեմները 
յրացնում և ուծեղացնում են վերր նշված աշխատանքի որոշ արդյունքները։

ЛИТЕРАТУРА—^Ои.ЧИЪПЬН'ЗПМ

> М. Г. Крейн, М. А. Красносельский. Д. П. Мчльмт, Сб. тр. Ин-та матема
тики АН УССР, т. 2 (1944). » И. Ц. Гохберг, А. С. Маркус, УМН, т. 14, вып. 5 
(1959). 3 IF. J. Davis, U7. В. Johnson, J. Llndenstrauss, Stud. math., v. 55, p. 123 
(1976). 4 M. //. Островский, Теория функции, функц. аналн։ и их прил., вып. 42 
(1984). 5 М. И- Островский, Теория функции, функц. анализ и их прил., вып. 44 
(1984). • 5. F. Bellenot, Trans. Amer. Math. Soc., v. 273, p 551—577 (I9s2). ՝ D.
Amir, J. Llndenstrauss, Ann. Math., v. 88, p 35—46 (1968). 8 Д- Дистель, 1 еоме-
трия банаховых пространств, Киев, Вшца школа, 1980.

53


