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Об асимптотическом поведении ошибки прогноза 
стационарной сингулярной последовательности

I (Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 21/11 1983)

I В работе рассматривается задача линейного прогнозирования (՛) 
стационарного в широком смысле случайного процесса с дискретным

I временем в сингулярном случае.
| Исследуется асимптотическое поведение ошибки наилучшего ли­
нейного прогноза, когда длина интервала, по которому ведется про­
гнозирование, стремится к бесконечности. Установлена связь между 

‘экспоненциальной скоростью убывания к нулю ошибки прогноза и 
^емкостью (трансфинитным диаметром) множества всех тех точек, в 
.которых спектральная плотность процесса строго положительна.
’ 1. Итак, пусть {А'л} х,—стационарный п широком смысле слу­
чайный процесс с дискретным временем, т. е. {.¥л} —последователь­
ность случайных величин с нулевыми средними и корреляционной 

(«функцией /С(л, т') = ТАХпХгп=- К(п —т), зависящей лишь от разности 
п—т (предполагается, конечно, что М|Ая|*<оо).

Обозначим через Н линейную оболочку величин Хп, —оо</2<оо, 
замкнутую относительно сходимости в среднем квадратичном. Введе­
нием для величин X и Y из Н скалярного произведения (X, Y)= 
= МЛТ Н превращается в гильбертово пространство.

I Известно (’), что корреляционная функция стационарного в ши­
роком смысле дискретного процесса имеет спектральное представле­
ние К(п) = f einYF(d!) (здесь и далее, где не указаны поеделы интег­
рирования, интеграл берется по отрезку (— «]), где спект­
ральная мера процесса — имеет ограниченную вариацию,

՛ Мы предполагаем, что процесс Хп имеет спектральную плот­
ность (с. п.) /().), т. е. К(п)— J е1пУ f(K)dk.

Задача линейного прогнозирования состоит в следующем. Пред­
положим, что процесс наблюдался от момента времени — п до мо­
мента — 1, т. е. известны его значения Х-п, Х_я+ь.--, A_i, и тре­
буется на основе знания этих величин предсказать его значение в 
момент времени 0, причем способ предсказания должен быть линей- •
ным; Последнее означает, что величина А0(л֊), являющаяся прогнозом 
неизвестного значения Хо, должна принадлежать пространству Н~\— 
линейной оболочке величии Прогноз считается наи-
лучшнм/ если его՜ошибка” вяг Ао(л)Г— М|А0—А0(л)|в



п

является минимальной з* = п11п ВЛ’о—Х[|*= П11п Ло—V скХ-к
2

Л^/7_‘ ‘к Л-1

В дальнейшем наилучший линейный прогноз будем называть 
просто прогнозом и его ошибку обозначать через зя.

Наряду с прогнозом по конечному отрезку прошлого будем 
рассматривать прогноз по всему прошлому, т. е. по величинам Хк, 
А<0. Его ошибка о» определяется так: =т!п |Х0—Яр,

где -замкнутая линейная оболочка величин Хь, Л<Х).

Известно (։), что з« = 2-ехр —

и в зависимости от того, сходится интеграл под знаком экспоненты 
или он равен —сю (к 4֊оо он не может расходиться ввиду элементар­
ного неравенства 1п/^/и суммируемости /), ошибка прогноза а. 
по всему прошлому будет равна нулю или больше нуля.

В первом случае процесс называется сингулярным, во втором — 
регулярным.

Положим ол —з’ -з«. Очевидно $я^0 и оя—>0 при л-*оо. Нас ин­
тересует скорость стремления к нулю величины Асимптотическое 
при п, стремящемся к бесконечности, поведение величины оя в слу­
чае регулярного процесса достаточно хорошо изучено. В частности, 
Гренандер и Розенблатт (2) нашли необходимое и достаточное усло­
вие для того, чтобы Ьп убывала по крайней мере экспоненциально —

0<7<1, С>0.
Это условие заключается в том, что с. п. /()) должна почти всюду 
на (—к, тт] совпадать с функцией, аналитической при вещественных 
/֊ и не имеющей вещественных нулей.

Бакстер (3) нашел некоторые достаточные, а И. А. Ибрагимов 
(4) необходимые и достаточные условия, которые, будучи наложены 
на с. п. /().), гарантируют степенное убывание 6Я к нулю, 8я = О(/г՜’), 
о£>1 при /г, стремящемся к бесконечности.

Все эти результаты относятся к регулярному случаю. Что же
касается сингулярного случая, то нам известна лишь одна работа 
Розенблатта ('), содержащая следующий результат: если с. п. /(X) 

непрерывна и строго положительна на отрезке и рав­

на нулю вне него, то
V— аИщу оя = БШ — 2 (1)

(напомним, что в сингулярном случае о<х = 0).
Таким образом, если в соотношении (1) а<Эг, то ошибка прог­

ноза зя убывает к нулю с экспоненциальной скоростью.
2. Прежде чем сформулировать наши результаты (теоремы 1, 2)»

коротко напомним определение емкости или трансфинитного диаметра
ограниченного множества на комплексной плоскости.

Пусть Р— ограниченное замкнутое множество на плоскости комп-
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лексного переменного z, Tn(z, F)=zfl 4- 4֊ ... - многочлен
Чебышева (’), наименее уклоняющийся от нуля в равномерной мет­
рике на множестве F и /пл(/?) = тах|Гл(г, F)|.

*£F

Тогда (®) существует предел t(F) последовательности чисел y'rn^F), 
который называется емкостью или трансфинитным диаметром мно­
жества F: x(Ar) = lim 'yrmn(F).

П-+СХ)

Отметим, что емкость окружности равна его радиусу (в), а ем­

кость дуги длиной 2а единичной окружности равна sin—. (5).
I 2

Для произвольного (не обязательно замкнутого) ограниченного 
множества Е вводятся (’) внутренняя емкость ~*(Е): -*(£j = sup '(F), 
I АСЕ
где точная верхняя грань берется по всем замкнутым подмножествам 
F множества Е, и внешняя емкость т*(£): '*(Е) = '(Е), где /Гобозна- 
чает замыкание Е.

Очевидно т*(£՜) <т*(Е), и если в этом неравенстве имеет место 
равенство, то множество Е будем называть --измеримым.

Обозначим через Е спектр с. п. /(X), т. е. множество точек, в 
которых с. п. /(X) строго положительна, причем в дальнейшем мы 
полагаем, что с. п. /(X) задача на единичной окружности С и, сле­
довательно, Е является подмножеством С.

Теорема 1. Имеют место следующие утверждения-.

а) Итт. е. для того чтобы ошибка прогноза вп 

убывала по крайней мере экспоненциально, когда п стремится к 
бесконечности, достаточно, чтобы внешняя емкость спектра с. п. 
/(X) была меньше единииы;

б) если Е является объединением конечного числа дуг еди- 
ничной окружности, то Нт у ая=т(2Г);

Л—*ОО

в) если Е— объединение счетного числа дуг и --измеримо, то

limp ап=х(Е).

Доказательство теоремы опускаем. Отметим только, что оно опи­
рается на одну теорему Мазуркевича, касающуюся роста максимума 
модуля многочлена при переходе с подмножества на множество (89).

Следствие. Для того чтобы ошибка прогноза <зл убывала к 
нулю с экспоненциальной скоростью, необходимо, чтобы с. п. /(X) 
обращалась в нуль на множестве положительной меры.

Замечание. Как отмечалось выше, емкость дуги длиной 2а 

единичной окружности равна sin— (5), так что в соотношении (1) 
2

Розенблатта в правой части стоит величина емкости спектра с. п. 
/(X). Таким образом, соотношение (1) является частным случаем ут­
верждения б) теоремы 1 (когда спектр с. п. /(X) состоит всего лишь 
из одной дуги), причем подчеркнем, что в теореме 1 непрерывности 
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с. п. /()) не требуется. Прежде чем сформулировать теорему 2 на­
помним определение точки Лебега. ՛

Пусть Е— подмножество единичной окружности С. Точка г^Е 
называется точкой Лебега множества Е, если

т(ЕпО,(г)) Нт -------------  = 1,
•֊»о

где /)£(г) —круг радиуса е с центром в точке г, а т(е), е^С, обозна­
чает линейную меру множества е. 1 ■’ОЯ

Пусть Е имеет тот же смысл, что и в теореме 1, а Л/֊ мно­
жество точек Лебега множества Е.

С использованием результатов П. 11. Коровкина (') доказывается
Теорема 2. Если на окружности С существует такое замк­

нутое множество Е, состоящее ин объединения счетного числа 
дуг, что Е(^Е и т(Л^) = т(Л) = т, то Ит \՛ <зп =т.

Л-*Л>

В заключение автор выражает благодарность своему научному 
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Ն. 1Г. ՐԱ0ԱՅԱՆ

Դուշակման սխալի ասիմպտոտիկ վարքր սինգուլյար 
ստացիոնար հաջորդականության համար

Աշխատանքում դիտարկվում է գծային դուշա կմ ան խնդիրը սինգուլյար 
ստացիոնար հաջորդականության համար։ Հետազոտվում է դուշա կմ ան սխալի 
ասիմպտոտիկ վարքը, երր հատվածի ե րկա ր ո ւթ յո ւն ը, ըստ որի կատարվում է 
գուշակումը, ձգտում է անվերջության։ Հաստատվում է գուշա կմ ան սխալի 
կքսսլոնենցիալ արագությամբ նվազման և հաջորդականության սպեկտրալ 
խտության սպեկտրի ունակության միջև եղած կապը։
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