
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХХУШ 1984 —— ֊ —==—-

УДК 519.1

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

К. О. Егиазарян

О пространственных обобщенных матрицах Адамара 
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1. Начиная с 1970 г. в связи с различными практическими при­
менениями матриц Адамара, такими как коды, исправляющие ошиб­
ки, обработка сигналов и т. д., все более возрастает интерес к изу­
чению и построению пространственных матриц Адамара. В этом пла­
не можно указать работы Шлихта (1>а), Эндрюса (3), Хаммера и 
Себерри (4), Агаяна (5).

Определение 1 (*). «-мерной матрицей Адамара |//]л = 
ЦЛ/,(/1։ ........хп—1,2, ..., т) называется такая матрица, сос­

тоящая из 4-1 и —1, в которой все параллельные (я—1)-мерные се­
чения (сечения ориентаций (о) 1^/«^л) взаимно ортогональны, т. е.

(1)

где (г ... ... г) представляют все перестановки (/։ 4Я), ч?—
символ Кронекера.

Полностью правильной, или регулярной (5), «-мерной матрицей 
Адамара является та» в которой все двумерные сечения (плоскости), 
в любых возможных нормальных осевых направлениях есть матрицы 
Адамара и, как следствие, все промежуточные /?-мерные сечения 
(2<£<л) есть также полностью правильные пространственные ма­
трицы Адамара.

В 1962 г. Батсон (®) ввел понятие обобщенной матрицы Адамара 
(или Н(р, л/)-матрицы) —ортогональной матрицы порядка т с элемен­
тами — корнями р-о\Х степени из 1, которое содержит в себе извест­
ные, практически часто используемые матрицы — Уолша, Фурье (’), 
Виленкина —Крестенсона—Кронекера (10), а также классические (;) и 
комплексные (ъ) матрицы Адамара.

В связи с вышеуказанным возникла задача введения, построения 
так называемых пространственных обобщенных матриц Адамара 
(|Н(ру «/)]л-матриц), т. е. пространственных матриц с элементами — 
корнями /?-ой степени из 1, которые удовлетворяют условию (1).

Основная задача. Для натуральных чисел р, т и п пос­
троить пространственную обобщенную матрицу Адамара {Н(р> «։)|л-

В данной работе введено общее понятие пространственных мат­
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риц Адам |ра, содержащее в себе понятия пространственных матриц 
Адамара (։), классических (’) и обобщенных (®) матриц Адамара. 
Исследована задача построения пространственных обобщенных мат­
риц Адамара. Приведены эффективные алгоритмы построения как 
полностью, так и частично правильных пространственных обобщен­
ных м триц Адамара из обобщенных матриц Адамара и алгоритмы 
преобразования этих матриц. Преодолена трудность в описании раз­
ных классов пространственных матриц Адамара благодаря введению 
в рассмотрение алгебраического аппарата умножения многомерных 
матриц (п).

2. Обозначим через |А]л = ||Л, |Я]л = ||В/։.../,|| (/„ ...» дл, Д, ....
уг= т) соответственно //-мерную и г-мерную матрицы /н-го 
порядков. (/, р)-свернутым прои ведением (п) матрицы [А|л на 
по индексам разбиений 5 и с называется матрица [£)]/, если

IЯ ь = А ]„[ В|,) = 112 Д15СВ.-^ , (2)
{)

где Л —х-н 4֊р; г = Х-|-р |-V; / = (/1։/2, ../х); $ = (5Р $2, . . ., $Л); с = 
= (Сг, С2, . . ., Со.)> Л — А2, ..., к.), / П | Г •~—'К 2р.

Пусть теперь /У'—/։-.мерная матрица порядка т, а Н"—сопря­
жённая к ней матрица, и Н\ и Н\ — матрицы Н' и Н" соответственно, 
транспонированные по определенным индексам (п) (/—фиксирован­
ное натуральное число).

Определение 2. л-мерную матрицу Н’։ порядка т назовем 
(/, р)-ортогональной по всем нормальным осевым направлениям, если 
для натуральных X, р (р=/֊0) выполняется система уравнений:

|Ч(^; //р = к)
1/=1, 2........К (3)

где £*=л—X—р; £(/., £)—(Х-|-2£)-мерная единичная матрица (п), а
(л1/Х!р’/?|, если р=^& »
I л!/2Х!р|£|, если р= к
Замечание 1. Понятие (X, р)-ортогональной пространственной 

матрицы совпадает с понятиями:
а) пространственной обобщенной матрицы Адамара \Н(р, /л)|л 

при Х-|-р = л—1 и если эл менты матрицы Н\ являются корнями /?-ой 
степени из 1. Выделим следующие случаи:

—при Х-0, р=л —1 имеем (общую) л-мерную обобщенную ма­
трицу Адамара. Система (3) запишется как

где н;=//-(^1'-); //;-н"(^..Й) =

/««1,2,..., п

(4)

— при Х = л—2, 1 имеем полностью правильную л-мерную об­
общенную матрицу Адамара, если выполняется следующая система 
из п(п —1)/2 уравнений, полученная из (3):
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(л-2',(^|.л;։1/։)=/пЕ(Л֊2,1)

/»= 1, 2, . .., п — 1; /։ = /г-|-1....... п

(5)

Заметим, что при п — 2 система (3) совпадает с известным (в) 
матричным уравнением в определении обобщенной матрицы Адамара;

б) пространственной (специальной) ортогональной матрицы, если 
в (3) Л = 2, 3, ..., Я—1 и ортогональность по множеству направлений 

= ... п).
Замечание 2. Если система (3) выполняется для / =).о (ц = р0), 

то она выполнится и для к —
3. Алгоритм построения пространственных обоб­

щенных матриц Адамара. Приведем рекуррентный метод пос­
троения л-мерной обобщенной матрицы Ада лара порядка лг:|//|л = 
= ИЛЙ, /II. (Ч. Ъ 1’-- ’ "։ — !)• Имеем \Н|։= ||Л/л|| = 
— •>)}«-'0—обобщенную матрицу Адамара, где -;р здесь и в даль­
нейшем обозначает первообразный корень р-ой степени из 1.

а) Пусть построена ^-мерная обобщенная матрица лг-го порядка 
I(А’Л’---’ А=0, 1. Строим матрицу |Д]» =
~ Каь)։.../цИ» (^1’ ^2’ ’ • — 0, 1, . ., /л։ —1), полученную прямым произ­

ведением матрицы |Н|й на себя. Тогда

.... • (£'։......,’։

-О, |, ..., т— 1). (б)
б) Определим (&4-1)-мерную натри у /л-го порядка

1Л1*+1-։лк?,_няй4,„։.(я+ч (т 1)!к ։, т к+1к^.\

являющуюся пространственной обобщенной матрицей Адамара.
’ Имея конструкцию матрицы | Н ]։, равенства (6) и (7), получим 
л-мерную обобщенную матрицу Адамара

л — 1
I 2п-/-1

1"1л=Ит'-2
• </) + ?(«!» <л) (8)

Алгоритм построения полностью правильных 
пространственных обобщенных матриц Адамара. Пусть 
| д |։ = р) — обобщенная матрица Адамара, постро­
енная по матрице Вандермонда (в). Матрицу [ #^1։ '*1п = 
«= 0, 1, ..р— 1), (л>2), определим рекуррентным способом:

(9)

или же
л։ /л.....^л —1

(10)

...,!

Далее проверяется, что матрицы | 5|л(// = 2, 3, — полностью пра
вильные пространственные обобщенные матрицы Адамара.
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4. В этой части дадим некоторые приложения пространственных 
обобщенных матриц Адамара в дискретных орто!опальных преобра­
зованиях, в частности, пространственных унитарных преобразованиях.

Представим многомерное дискретное ортогональное преобразо­
вание в матричном виде

• (И)
где л = Х+2р, здесь ].¥],—входная, а |А1^—выходная 5-мер­
ные матрицы порядка т, [/71.—ортогональная матрица, в частности, 
л-мерная обобщенная матрица Адамара.

Обратное преобразование от (11) запишем в следующем виде:

1*Ь=Х>’(1"];1МЬ), • (12)

где л = л'-*-2<*'» причем

Х>'(1^1Л-,1^М = £().1*). (13)

В работе (4) описано дискретное преобразование Адамара от 
двух переменных, являющееся частным случаем вышеуказанного 
преобразования, которое записывалось следующим матричным урав­
нением:

М|,=[И?'ЫА'|։. (14)

где | /¥]2, [ А ]2 соответственно входная и выходная (квадратная) мат­
рицы порядка т и [У/],—Уолш 3-куб (Хаар 3-куб, или другая 
ортогональная кубическая матрица). Обратное преобразование от 
(14) записывалось как

(15)
где [ ^/]֊1 обратная матрица | Ц/]3.

Рассмотрим пример многомерного дискретного ортогонального 
преобразования пространственных обобщенных матриц Адамара.

Имеем входную 5-мерную матрицу [А'],. Равенство (11) запи­
шем в виде

[АЬ = '1֊2։(|^ЦА'Ь), (16)
и, если выполняется

’֊։’(|Н|7‘[/7],) = £(П-2, 1), (17)

то умножив обе части (16) слева ((га—2, I (-свернутым произведе­
нием) на [77|՜՛, получим обратное ортогональное преобразование к 
(16)

"-’■'(| Н]л֊’| А ],) = "-։.>((//]-■ "֊«•<([//]„[ X |,)) »

=’-։'|Г-г1([«]֊1[«|„)(Х]։) = —։.>(£(л-2, 1 )| Х|։) -1 Х]։. (18)
Пусть теперь

(/,,/,...... /п = 0> 1,...,?_1) (19)

л-мериая обобщенная матрица Адамара. Равенство (17) выполняется

Запишем (18),при |//];> = — 

р
исполь уя (19):
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л—I 4 I
(20)Р ЛО

"4

Теперь по матричному уравнению (16) и (20) получим тождество

Ичь. ,/J=
рР յ֊օ

/-о
Л-1+0(/. + ...4/я_1 + /) V

которое доказывает правильность выбора [/7].п—пространственной 
обобщенной матрицы Адамара (полностью правильной).

Автор выражает признательность С. С. Агаяну за постановку 
задачи.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

Կ. 0. էւՂՒԱՋԱՐՅԱՆ«.աղամարի шшгшЛш 1|Ш ն րնղհսւնրսւ(յւ| ած մատրիցաների մասին
նուր

Աշխատանքում տրված է Հադամարի տարածական մ ատրիցաների րնդհա֊ 

սահմանումը, որն րնդդրկ ում է իր մեջ Հադամարի դասական, տարածա-

կան և ընդհանրացված մատրիցաների դաղափաըըւ Ո լսումնասիրված է 
^աղամարի տարածական ընդհանրացված մատրիցաների կառուցման խնդիրը։ 
ներված են Հադամարի մասնակի և լրիվ կանոն ավոը տարածական րնդհան֊

րացված մատրիցաների կառուցման և արադ ձևափոխման ա լդո րի թ մն ե ր, մ ա ս~ 
նավորապես եթե դոյությոլն ունի Հա դամ արի ընդհանրացված մատրիցա, 
ապա կառուցվում է ո-չափանի (կամայական ո-ի Համար) Հադամարի ընդ­

հանրացված մատրիցա նույն պարամետրերի և Վանդերմ ոնդի մ ատրիցայից 
կառուցվում են լրիվ կանոնավոր Հադամ արի տարածական ընդհանրացված 
մատրիցաներ։ Տարածական մատրիցաների բազմապատկման հանրահաշվա­

կան մեթոդի շնորհիվ հաղթ ահացված են Հադամ արի տարածական մատրի­
ցաների տարբեր դասերի նկարադրման դժվարոլթ յունն երը։

ЛИТЕРАТУРА—ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 P. J. Shlichta, Bull. Amer. Phys. Soc., ser. II. v. 16. p. 825—826 (19’1). 
2 P. J. Shllchta, IEEE Trans, on Inform. Theory, v. 1 Г—25, №5, p. 566—572 (1979). 
3 H. C. Andrews (>). 4 J. Hammer, J. Seherry. IEEE Trans, on Inform. Theory, v. 
IT-27. №6. p. 772—779 (1981). 5 С. С Агаян. ДАН АрмССР. 72, №3, 131-134 (1981). 
6 A. T. Hutson, Proc. Amer. Math. Soc.» v. 13, p 894—898 (1962). 1 Af. Холл, Ком­
бинаторика. Мир. M., 1970. • R. J. Turyn, In: Combln. Structures and their Applica­
tions, Gordon and Breach, N. Y.» 1970. 9 Л. Pa банер, Б. Гоулд. Теория и примене­
ние цифровой обработки сигналов, Мир. М.» 1978. 10 А. М. Трахтман, В. А.
Грахтман, Основы теории дискретных сигналов на конечных интервалах. Сов. ра՜ 
Дно, М. 1975. 11 //. П. Соколов. Введение в теорию многомерных матриц, Наукова 
Думка, Киев, 1972.

207


