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О дистрибутивности решеток подмногообразий 
многообразий правоальтернативных алгебр

Е (Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александряном .23/111 1983)

I В работе описываются многообразия правоальтернативных ал- 
| гсбр над полем характеристики нуль, решетки подмногообразий кото- 
I рых дистрибутивны, доказывается шпехтовость таких многообразий и 
I приводится список минимальных многообразий правоальтернативных 
| алгебр, решетки подмногообразий которых недистрибутивны. Задача 
I об описании в терминах тождеств многообразий линейных алгебр с 
I* дистрибутивными решетками подмногообразий поставлена Л. А. Боку- 
| тем (см. ('), задача 1.19). В работе А. 3. Ананьина и А. Р. Ксмера (2) 
Е описаны многообразия ассоциативных алгебр над полем характеристи- 
| ки нуль, решетки подмногообразий которых дистрибутивны. Анало- 
| гичные описания для многообразий альтернативных алгебр и много- 
| образий (—1,1)-алгебр над полем характеристики нуль получены в 
I работах автора (3-4). В работе Ю. Н. Мальцева (5) описаны мини- 
I мальные многообразия ассоциативных алгебр над полем характерис- 
] тики нуль, решетки подмногообразий которых недистрнбутивны.
I Пусть К—произвольное поле характеристики нуль. 5Л —симме- 
л трическая группа на множестве {1.2, . ..,л}, К$п—групповая алгебра 
•1 группы И—некоторое многообразие линейных (незссоциативных) 

алгебр над полем Д', Г = Ру(X) — свободная алгебра многообразия V 
со множеством свободных образующих Л'={х1. х2, ..£( И)-решет
ка подмногообразий многообразия I/, Рп пространство полилиней
ных многочленов из Р от фиксированных переменных хр х2, ..хп.

1 Рп является левым А'5л-модулем. Через Ьп обозначим решетку 
। К$л-подмодулей в Р„. Для диаграммы Юнга О Через ео обозначим 
։ соответствующий, пропорциональный идемпотенту элемент из КЗп 
I(определения разбиения натурального числа, таблицы, соответствую- 

щей этому разбиению, и диаграммы Юнга см. в (3)).
I Из результатов (в) следует
I Предложение 1. Пусть V—многообразие линейных ал- 

цгебр над полем К. Решетка А(1/) дистрибутивна тогда и только 
Iтогда, когда дистрибутивны решетки Ьп при всех п^\.

Предложение 2. Решетка дистрибутивна тогда и 
I только тогда, когда К$Г1-модуль Рп является прямой суммой не՝ 
\ приводимых попарно неизоморфных К8я՝подмодулей.
| Заметим, что решетки и Л, всегда дистрибутивны.
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Из теории представлений группы с помощью диаграмм Юнга 
и предложения 2 вытекает

Предложение 3. Дистрибутивность рететки Ln эквива
лентна следующему условию: пусть {л1։  ni}—любое разбие
ние числа п, Т—соответствующая этому разбиению таблица, 
D—фиксированная диаграмма Юнга таблицы Г, а одночлены vx, 
v£Fn такие, что e^z'^O, Тогда KSneDZ\^l\Srxei),v2.

Введем некоторые обозначения: |х. у]=ху—ух-коммутатор 
элементов х и у, (х, у, z)---(xy)z-x(yz)—ассоциатор элементов х, у 
и z, S(x, у, г)=(х, у, г) 4- (у. г, х) 4֊ (г, х, у), *t. *>) =
= S (-1)3о(х։х։)х3, S|(xi։ х2, х։)-> S (-1)эохг(х2х,).

О и р е д е л е и и я. Алгебра А над полем К называется правоаль
тернативной (левоальтернативной), если в А выполняется тождество 
(х, У. У) = О ((у, у, х) = 0). Алгебра А называется альтернативной, 
если А одновременно правэальтернатнвна и левоальтернативна. Тож
дество (х, у, у)=0 называется тождеством правоальтернативности. 
Правоальтернативная алгебра А называется ( — 1, 1)-алгеброй, если в 
А выполняется тождество S(x, у, г)--0,

Пусть Alt—многообразие всех альтернативных алгебр над по
лем К.

Теорема I. Пусть V—многообразие правоальтернативных 
алгебр над полем К и ИХАИ. Для дистрибутивности решетки 
L(V) необходимо и достаточно, чтобы для некоторых

((Т. 8)^(0,0)) в V выполнялись тождества

[х, у1у = а։(у, х, у), (I)

у|х, у] = ₽1(у, х, у), (2)

Т$з(х, у, г)4-о$53(х, у, г) = 0. (3)

Доказательство теоремы 1 опирается в основном на сле
дующие леммы.

■ 1емма 1. Пусть V—многообразие правоальтернативных 
алгебр над полем К и И^АН. Для дистрибутивности £3 необхо
димо и достаточно, чтобы в V выполнялись тождества (1) —(3).

Доказательство леммы следует из предложения 3.
Лемма 2. Пусть ^4-3^=0. Тогда из (1) —(3) и тождества 

правоальтернативности вытекает тождество

«к, У]?+Мх, y] = 81S(x, у, z), 
где а = ₽1։ ₽==—а1։ «!=2(а8—₽т)/3(т4-8).

Доказательство. Из (1) и (2) следует тождество 

а|х, у|у֊Ну|х, у] = 0, 
откуда имеем:

У 1у+?((ух)у-у։х) + 2?(у, у, х)-0, 
а(ху։- у(ху))+Ру[х, у 1 +а(у, у, х)=0.

Линеаризуя (5) и (6), получим:

(4)

(5)

(6)

а|х, у]г+а|х, z|y4P((zx)y-(zy)x-f-



-|֊(ух)г—(уг)х)+23((у, ?, х) + (г, у, х))=0, 

о(х(уг)4х(?у)—у(лг)-г(ху))+ру[х, г] +
+ М*. у 14-а((у, г, х) + (г, у, х)) = 0.

(7)

(8)
Умножим (3) на (а-|-р), (7) на (-7), (8) на (—8) и сложим по

лученные тождества. Получи : (1 — 2( 12))|я7((уг)х — (гу)л:) 4 я8(у(гх) — 
—г(ух))+р7((ху)г-(хг)у) (֊Р''(х(уг)-х(гу)) ]=(2ру 4-։8)((у, г, х)+(г, 
у, х)), откуда, обозначая выражение в квадратных скобках через /, 
имеем:

23т-1֊ «о
—-- ---- 1(г, у)+(У. 2. У. г)Ь

что после несложных преобразований приводит к тождеству (4).
Замечание I. Пусть 7+8 = 0. Тогда многообразие V пра

воальтернативных алгебр, удовлетворяющих тождеству (3), будет 
многообразием ( — 1, 1 )-алгебр, и, следовательно, утверждение теоре
мы 1 в этом случае справедливо в силу результата работы (4). Ввиду 
этого далее будем считать, что 7+5=^0.

Имеют место следующие утверждения:
Лемма 3. Из (1), (2) и тождества правоальтернативности 

вытекают следующие тождества:

1(*. у], *1 = 71(г. X, у)+ ?—I1 5(х, у, г),
О

[ху,г]-а'(х, у, г) + ?г(г, х, у)+7'5(х, у, г),

(9)

(Ю

]где 71 = “։—л' = а1+?14֊2, Р'^а^ 1, 7' = -(2«1+₽։+2)/3.
I Лемма4. Пусть й։^0, 7^0, V—многообразие правоальтер

нативных алгебр, удовлетворяющих тождествам (4), (9) и (10), 
Л(х, у) —свободная алгебра ранга 2 многообразия V. Тогда одно-

I члены из Е(х, у) степени >4 коммутативно-ассоциативны и для 
любых одночленов в многообразии V выполнены тож
дества ^(ъ1—уг) = (уи1—у3)1г = 0. Если, кроме того, я'+0, то для 
некоторых и>1։ о)а£/(, (и>1։ ш2) + (0, 0), в V выполняется тождество 

^юДх’, у, г)+<иг(у, г, х2) = 0.
I Из доказательства теоремы I получено следующее
I Следствие. Пусть V—многообразие правоальтернативных 

алгебр, удовлетворяющих тождествам (4) и (10). Тогда с11т/Гл<С 
1^7/4-1 при Более тзго, если выполнены условия (а, р, 7) +
|=#=(0, 1, 0), (ай —Рт» а. 7)^(0. ?. Й), (ай —^7, я, р)=/=(0, —2, —1). то 

(Пт Еп^ 1 при п^Т.
Определение. Многообразие линейных алгебр IV' называет

ся шпехтовым, если любое подмногообразие и^\У конечнобазируе- 
мо, т. е. может быть задано конечным множеством тождеств.

Теорема 2. Пусть V многообразие правоальтернативных 
алгебр над полем К, решетка подмногообразий которого дистри
бутивна. Тогда I/ шпехтово.
I Доказательство теоремы 2 основывается на следствии гз 

теоремы 1.
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В связи с утверждением теоремы 1 н результатом работы (3) 
возникает задача об описании минимальных многообразий правоаль
тернативных алгебр с недистрибутивными решетками подмногообра
зий:

Теорема 3. Многообразие V правоальтернативных алгебр 
над полем К характеристики нуль является минимальным мно
гообразием с недистрибу пивной реметкой под многообразий тогда 
и только тогда, когда V—нильпотентное индекса 4 многообразие, 
задаваемое тождествами одного из следующих множеств:

{(У, х, у) — х3 - [х, у]у = у[х, у]=0}, 
ш2, <о3) = {х’=5^(х, у, г)=5$(х, у, г) = 

= У|У+ш2У1-*> У1+шз(У. х, у) = 0},

где ю1։ ю2, (о»,, ю2, ю3)^=(0, 0. 0).
Замечание 2. Утверждения теорем 1—3 остаются в силе, если 

И—многообразие левоальтернагнвных алгебр над полем К.
В заключение автор выражает глубокую благодарность В. А. 

Артамонову за внимание к работе.
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Վ. Ջ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ
Աչ այտերնատիվ հա նրա նաշ ի կների բազմաձևությունների 

ենթաբազմաձևոէթյուևների կավարների թաշիւականության մասին

Լո զվածու մ նույնությունների լեզվով նկարագրվում են զրո բնութ ա գրի չի 
գաշտի վրա որոշված զծաքին աջ ալտերնատիվ հանրահ աշիվն երի այն 
բաղմաձևությոլններր, որոնց ենթաբազմտձևությունների կավարները բաշ
խական են։ Ապա ցուցվում է, որ եթե զրո բն ութ ա գրի չի գաշտի վ_րա որոշ
ված աջ ալտերնատիվ հ անրահ աշիվն երի բազմաձևության ենթաբազմ տձևու
թյունների կա վա րր բաշխական Ւ, ապա այդ բ ա ղմ ա ձև ո ւթ յ ո լն ր շպեխտյան է, 
այսինքն նրան կամ ա /ական են թ ա բ ա զմ ա ձև ո ւթ ք ոլն կարելի / տալ վերջավոր 
քան ակութ քամ բ նոլ քսություններով։

հո գվ ածում բերվում է զրո բնութագրիչի գաշտի վրա որոշված աջ ալտեր֊ 
նատիվ հանրահ աշիվնե րի այն մինիմալ բազմաձևությունների թվարկումը, 
որոնց են[1 աբա ղմաձևությունն երի կավարներր բաշխ ա կան չեն։
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