
ииг тФЗпьн-зтъьгь а*11к%ь1гьизь
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ 

ЬХХУП!

НАУК АРМЯНСКОЙ 
ад*__ —А
1984 ”

9.ЬМПЬ38ЪЬ1'

УДК 539.376

й МЕХАНИКА
Академик АН Армянской ССР Н. X. Арутюнян, Л. Д .Дроздов, В. Б. Колмановский

Об устойчивости цилиндрической трубы в стареющей 
вязкоупругой среде

(Представлено 16/ХП 1983)

Исследуется устойчивость длинной упругой грубы, находящейся 
внутри стареющей вязкоупругой среды. Установлены условия устой
чивости, формулируемые непосредственно в терминах характеристик 
трубы и реологических свойств среды. Подобные задачи представля
ют интерес при изучении устойчивости обсадных труб и подземных 
сооружений (1-э). В случае, когда среда упругая, задача об устой
чивости обсадных труб рассматривалась в (4). Работа примыкает к 
исследованиям (5՜8).

1. Постановка задачи. Пусть стареющая вязкоупругая среда 
занимает все трехмерное пространство. Координаты точек среды в 
декартовой системе координат О х3х2х3 обозначены (д1։ л'2, л'3). Из 
среды вырезан цилиндр х-’— радиус которого без ограничения

-общности можно принять равным единице. В получившееся отверстие 
вставлена круглая упругая труба, внешний радиус которой равен 
единице. 11осле этого в момент времени ( 0 на бесконечности сре
ды приложены сжимающие усилия постоянной интенсивности а к 
внутренней поверхности трубы —усилия к Хг, 0), причем как Р, 
так и £ направлены перпендикулярно осн грубы. Кроме того усилия 
£ статически эквивалентны нулю. Предполагается, что труба жестко 

I сцеплена с окружающей ее средой. Под действием усилий и с 
как в трубе, так и в среде реализуется плоское деформированное 
состояние
//э = ю3 = 0. их~11^ р, 9), «а = «а(^, Р» 9)’ = =
Здесь И1 и ш, проекции вектора перемещений среды и грубы на осп 
Цилиндрической системы координат 0р6х3.

Определение. Труба называется устойчивой, если для любо
го е>0 найдется такое 6(е)>0, что из неравенства +|^2(б)|<?<£)
вытекает оценка

Н(6 6)|֊г|ш,(/, 9)|<в, <>0.

2. Уравнение для прогибов трубы. Считается, что труоа пред
ставляет собой упругую цилиндрическую оболочку бесконечной ми
ны и постоянной толщины А<£1. Перемещении срединной поверхности 
грубы малы по сравнению с А. Компоненты в// тензора реформации 
связаны с компонентами ар тензора напояжен.ий в системе координат 
ОрОх3 соотношениями



Н • _Но)5Я՜՜
0, -^—постоянные модуль упругости и коэффициент

Пуассона материала трубы, <з = ап, Зд—символ Кронекера, по пов- 
теряющимся индексам производится суммирование.

Ц перерезывающая сила и Л1 из- Пусть М нормальное усилие,
гибаюший момент» т.

I 1» 
за//р,

1-Л

е.

ч= у 

։-л

։

Р
1 — //

Элемент трубы единичной высоты и толщины И интерпретирует
ся как тонкий упругий стержень. Используя уравнения равновесия 
элемента трубы ((9), с. 421), получаем, что с точностью 0(Л)

ш1= -д^/дв, О\^/дВ9+2^/д^^д2^/де2]+

л*+] + </,- -о. (2.1)

Здесь О— цилиндрическая жесткость трубы; интенсивность сум
марных усилий, приложенных к элементу трубы и направленных 
вдоль оси Ор, обозначена через а направленных вдоль оси
О —через </2. При этом г/ есть не зависящее от & нормальное давле
ние, а <71 и </։—величины порядка 0(А).

Граничные условия для уравнения (2.1) имеют вид
^о>2/^|е_о=д/ша/(?б/|9,2Х; /=0, 1,..., 5. (2.2)

Отметим, что -0 при £ = 0. Если £=0 и нормальное дав
ление д меньше эйлерова критического значения д9, то прогиб <»։ = 0. 
Значит, в силу (2.1) и ш^О. В этом случае Л7 = ф = 0. Таким обра
зом, при 71=<72^0 в трубе возникает только постоянное нор
мальное усилие V——7, уравновешивающее внешнее усилие р. Для 
того чтобы замкнуть уравнения (2.1), (2.2), необходимо определить 

q2 в зависимости от Это сделано в следующем пункте.
3- Напряженно-деформированное состояние среды. Обозначим 

в этом пункте через □>/ и &// компоненты тензоров напряжений и де
формаций среды в системе координат 0р9х3. Поскольку большинство 
природных материалов при объемной деформации ведут себя упруго 
(։о), примем, что среднее напряжение з = оУ//3 и средняя объемная 
деформация е = е///3 связаны соотношением е=( 1 — 2՝>)Е-։з, где Е, 
/—постоянные модуль упругости и коэффициент Пуассона материала 
среды. Девиаторы е//։ тензоров деформаций и напряжений рас
сматриваемой среды удовлетворяют реологическому соотношению

зИ^Е(\^)֊\1-Р)еч. (3.1)
Здесь /—тождественный оператор. /?—оператор релаксации с 

ядром г(/, т)
г

6
Используя (3.1) и тот факт, что задача рассматривается в рам-
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ках плоской деформации, уравнения соостояния среды можно поел- 
ставить в виде 1 ‘

(/-/?)։„ - (1 -,)£֊•[□„ _(„։+([ + ,)КЛ)5,/1

(3.2) 
ао = аи+3аг /4-Л\= (/— (1 — 2*)/?/3)՞1.

Введем функцию Эри Л по формулам

_ _1_ 1 д'р 
р * + г,- '

л • (3.3)
др\

512 ф\Р<й/

Из (3.2) и уравнений совместности деформаций вытекает, что 
функция Эри /՛ удовлетворяет бигармоническому уравнению

Д2Л=-0 (3.4)
с граничными условиями

Оп=°и = -Л ^12 = 0 при р=оо, (3.5)

и! = ֊ (3.6)

Представим Л в виде Р=Р°-]-Р1, где Ло удовлетворяет уравне
нию (3.4), граничному условию (3.5) и нулевому граничному усло
вию (3.6), а Л1 удовлетворяет уравнению (3.4), граничному условию 
(3.6) и нулевому граничному (3.5).

Обозначим через а®/ и а// напряжения, определяемые формулами 
(3.3) при и Р = Р\

Используя явный вид решения уравнения (3.4) в симметричном 
случае (") и соотношения (3.3), получаем

«?, = _/7( 14-Я(/)р-2)։ б?а = _р(! _Л(/)р֊>), 

^2=0, Д(О=-1-2(3՝'/-Н1֊ 2>)/?)(3/-(1-2>)/?)-1 • 1.

где А* • 1 функция, равная действию оператора 7? на единицу-
Для определения компонент а;!/ используется комплексное пред

ставление напряжении. Используя модифицированные результаты (’-), 
можно показать, что

зп(^, 9) = V (л8—1)(5 | 51)(^я(Осо8л6—а„(081плВ),
Т-2

(3.8)

з}а(Л 9)= У (л’-1)(51֊5)((7я(/)со5л9-Ь^(/)81п/т9). 
л-2

Здесь ^=^(7-/?), 5 = Их-։(/+ /?!)(/֊/?) постоянная х = 3-4> и 
положено

/4-Я1 = [/-4(1 + *)(3-4*)-։К1)-1. р = £[2(1+9]~։.
Формулы (3.7) при р= 1 и (3.8) определяют воздействие на тру - 

б\՛ со стороны среды. Это воздействие сводится к касательному \си- 
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лию интенсивности з/j и нормальному давлению интенсивности зп 
= _3t՝J_3|1 Цри этом в уравнении (2.1) усилия 7, 7Р 7, равны

q = — o?i, 7i = ^i—7i=£։+°b. (3.9)
где зп, з|։, з|2 определяются формулами (3.7) при р=1 и (3.8).

4. Условия устойчивости. Опишем способ получения условий 
устойчивости. Разложим функцию <»2(С 9) в ряд Фурье

ю։(/,0)= V (tjn(/)cos/?6 • fc„(/)sin//&). 
п — 1

(4.1)

Подставим это разложение в уравнение равновесия (2.1), домно- 
жнм обе части либо па созлб, либо на $1п/г0 и проинтегрируем по О 
в пределах В результате получим систему уравнений,
определяющих коэффициенты ап и Ьп в (4.1).

Оценивая решения этих уравнений и используя разложение 
(4.1), получаем различные условия устойчивости цилиндрической 
формы трубы. Приведем некоторые из них. Пусть (/4֊/?!)(/—/?) - 

(/ /?2). Ядра г и г2 операторов У? и /?2 удовлетворяют условиям 
(/,(/, -) —непрерывные функции)

||r||-sup f |г(/, s)|dte<l. 
'>0 i>

IlGlIO.
(4.2)

г(‘. + -■),

Введем к рассмотрение число

/•(г, G) —niiii п~*\/)н2(п3—1) Н'-(1 —llrll)(,z~l) ։ п

֊Тн7- ’(։—ИМ )(#4 1)]> «^2.
Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (4.2) для ядер г и 

г2. Тогда труба устойчива, если р<^( 1 +*4(/))“։/1(г, г2) при всех

Теорема 4.2. Пусть существуют такие функции г°(1, ■:), 
г'2(/, удовлетворяющие условиям (4.2), что

Игл sup
Г-'* t>T

I 1
С k(y, S)—г°(/, s)|rfs4֊ С |г։(/, s) ri(t, s)|rfs =0.

•/ •/
Т ‘ г

Тогда труба устойчива, если 14-Д(О)՜1'1(г°, г§) при всех 1^.0.
Замечание. Пусть уравнение состояния среды вместо (3.2) 

имеет вид
e/;=£(H֊v)-։(/-/?)[ey+3v(l-2v)--։Bz/6],

что соответствует случаю, когда ядра ползучести и релаксации сдви
говой и объемной деформации равны.

Тогда /?։ = К։ = 0 и условие устойчивости трубы в теореме 4.1 
будет р<(>•-|֊р.)(л-1 2|1)-г/(г, 0), а в условиях теоремы 4.2 /><(М 
+н)(>-4-2н)-1/1(г°, 0).
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Отметим, что эти условия устойчивости являются необходимы 
ми И достаточными.

Институт проблем механики АН СССР 
Московский автомеханический институт

Հայկական 111Ա ԴԱ ակարյեմիկոս' Ն. հ. ՀԱՐ111'ԹՅՈՒՆՅԱՆ, Ա. Դ. ԴՐՈ^ԴՈՎ, Վ. 1«. ԿՈԼԱԱՆՈՎՍԿՒ
(1երա<յող աոաձղսւմսւծուցիկ միջավայրում ցանվող ղյանայիև -խողովակի կայունության մասին

Դիտարկվում /, ծերացող առաձղամ ածուցիկ միջավայրում գտնվող երկար 

աոաձղական խողովակի կայունությունր։ Սահմանվել են կայունության պայ- 
մաններր, որոնր ձևակերպված են անմիջականորեն խողովակի որոշիչների և 
միջավայրի ոեոլողիական հատկությունների տերմիններով։

հման խնդիրների լուծում ր հետաքրքրություն Ւ, ներկայացնում րնղ֊ 
ղետնյա կաոուցվածքների և խողովակների կայունությունն ուսումնասիրելու 
մամանակ ւ
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