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К теории 8-матриц канонических дифференциальных операторов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином Н/П 1983)

Пусть .7Z—сепарабельное гильбертово пространство, коль­
цо линейных ограниченных операторов, действующих в М, и У — 
оператор в Ж, со свойствами 7* = —У, #*- — Z. Операторы Р± = 

= — (/+АУ) являются взаимно дополнительными ортогональными 
2

проекторами на собственные подпространства .#± = {А£.У; ih = ih\, 
так что ty — iP — iP., причем предполагается, что dim Jf+ = dim

Обозначим через Н(г), (0<r<jre) —операторнозначную функцию 
со свойствами: 1) //(г) принимает строго положительные значения 
Vr£[0, те); 2) Н(г) дифференцируема в том смысле, чго имеет мес-

,п . . ['dH(t) . dH(t) 
то представление H(r) = !+ I -------dt, где----------- сильно измеримая

J dt dt
о

функция, интегрируемая по Бохнеру на [0, те); 3) Z/(r)—'^-унитар­
на, т. е. /У(гГУ Z/(r) = ;/.

Через А!/б(0, те; .7Z) обозначим гильбертово пространство силь­
но измеримых на [0, те) векторных функций (со значениями из •>/) 
со скалярным произведением

ос-

(х, у)//= ( (ZZ(r)x(r), y(r))dr = i (ZZT(r)x(r), H?(r)y(r))dr.

0 0

В ЦН)(0, -Ю рассмотрим минимальный симметрический оператор 
Уо, задаваемый дифференциальным выражением

d
dr

на области определения У(20), состоящей из финитных (х(0)—О, 
х(г) = 0 при г>/?») абсолютно непрерывных функций х(г) таких, что

Н֊\г)Ъ Щн'(0. ее; X). (2)
dr

Как и в (’)» можно показать, что каждое самосопряженное расшире­
ние 7а оператора Уо определяется дифференциальным выражением 
(1) и областью определения 2)(2а), состоящей из абсолютно непре­
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рывных функций, удовлетворяющих условию (2) и граничному ус֊ 
ЛОВ И10

х(0)»Рл-х(0). (3)

Здесь Рд —проектор на гипермаксимальное (/У )-нейтральное подпрос- 
траггство ,#л={А(:#; KPJi = PJi}, К —произвольный частично изомет­
рический оператор (К'*К=Р„ КК* = Р_), существующий в силу 
dim M+ = (tinv3f _.

'Настоящая заметка посвящена рассмотрению некоторых вопро­
сов теории 5-матриц для оператора Ya՜. Основные положения спек­
тральной теории и теории 5-матриц для оператора Ya изучались в 
(’•’) в случае, когда функция /7(г) удовлетворяет условиям, отлич­
ным от наших. Этим обусловлен различный характер возмущений, 
рассматриваемых в (ia) и здесь, поэтому в части, относящейся к 
теории 5-матрицы, мы следуем работе (4).

1. Пусть Е(г, /) —операторное решение (оператор Коши) задачи

W-1('-)S’^֊֊= 'E(r,).), Е(0, >.) = /, 1пА=0, (4)
аг

которое единственным образом определяется из интегрального урав­
нения

(5)

Функция E(r, X) у-унитарна при 1пй=0. Для функции 
— е՛ //»(г)Е(г,/.) имеем

■ !(г, !) —

Л (г, / .) = /4֊ ( |5) Н * (х)<?֊^'5Л(5,). )ds.
J ds О

(6)

Из положительности функции Н(г) следует единственность решения 
операторного уравнения Л/"^(г)Л(л)4 Л(г)//՜Г(Г)=А/-։(г) 6^г) 

dr

(см. ( )), поэтому имеет место Н~Т(г)~Н ^(г)~ М
dr 

уравнение (6) можно переписать в виде

.1 а 5о 
1

Поскольку функция ——— н »($) суммируема, то существует пре-
С4 о

дел Игл ,4(г, л) = ^(а), представимый в виде

ru)d/, Г(П€/-։(О, оо; рГ]). (8)
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Как и Е(г, )), функция .-/(>) является "У-унитарной, 
нин (8) следует, что функции Р.,4(/) формулами

ПС
Р±,^(к) = Р± 4- J е±п'Р±Г(ОЛ> >€П±

О

Яз представле-

(9)

аналитически продолжаются соответственно в верхнюю и нижнюю 
полуплоскости П±. Рассмотрим операторную функцию М'֊) = 
- |(/7а«//*(а)>7(/1 и пусть Д(Х) — , Обозначим через

/?2Л)(— ОО, по; ,'Нгильбертово пространство сильно измеримых на 
( оо, по) векторных функций со значениями из и скалярным 

произведением (/, £)д= [ (Д(Х)/(Х), £('■))</'•. Обозначим Ф(г, ).) = 
— ос

— V2/7“(г)Е(г, / )Ра Р+. Формулами
R

/(/ ) = l.l.m С Ф*(г, ))H(r)x(r)dr, x(r)£LW(0, оо; #),
(Ю)

/?
x(r) = l.l.m — Г Ф(г, A)A(A)/(X)d/., /().)^£<;)(-оо, оо);

/?—к J
—R

определяются взаимно-обратные изометрические отображения соот. 
встственно пространств /.(/7) на и /.</> па 1А^\ переводящие друг 
в друга оператор У а и оператор умножения на независимую пере­
менную, т. с. этими формулами определяется спектральное представ­
ление оператора Уд.

2. В пространстве /Л/'>(0, оо; М) определим самосопряженный 

оператор Уд- дифференциальным выражением Н~\г)У — 4֊

1
4-/у֊г(г) на множестве абсолютно непрерывных функций

dr

(г), удовлетворяющих }слои;к (3) и таких, что —у— 4

4-// » (г) х(г)€£(/°(0. °о;
dr

Оператор Хк будем рассматривать как возмущенный относительно 
_д 'ЗР»21. Обозначив через Ев(г, Х) = /У - (г)г^ оператор Коши, отвечаю­

щий оператору ХЦ, аналогично формулам (10) можно построить 
спектральное представление оператора Хк со спектральной плотнос­
тью До(/.)-=/|^ . Используя спектральные представления операторов 
21 и Хк, можно доказать существование волновых операторов

V/ (7а,2;-)=5-птехр(«5кОе*р(-*Я#)-
I -* ±

Теорема 1. Оператор рассеяния 5(2а, 2а)= И\(2а.
2Х) существует, и в спектральном представлении невозмущенного 
оператора его действие определяется формулами
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(5(Ул, Ул )х)(г) = 1.1.т — I Ф0(гЛ)5(л)/(Х)^м 
к

— R
ф;(г, >.)х(г)с1г,

о

где Ф0(г, >.) = /2/У՜1 (г)е РкР+, 5(л) = 5_(Х)5-1(л), а £±(а) =

= 4Р+РаР±^(Х)/>аА-
Из формул (9) следует, что функции $±(/) представимы в виде

СС
5±(>.)=/++|е±“<С±(ПЛ, С±(<)€1,(0, оо: [Ж,]), (Ц)

О
где /.—единичный оператор в ^/+. Функция 5(Х) унитарна, что сле­
дует из легко проверяемого соотношения

Д(М = (5;(Х)5±(Х))֊1. (12)

3. Пусть //(/) = ехр(/Ул/), (—оо<^/<гю)—группа унитарных опе­
раторов, порожденная самосопряженным оператором Уд. Тогда функ­
ция х(г, /) = //(/)х(г) является решением задачи Коши

х(г,оДх(г), ((ХгО. -оо<(<оо). (13) 
дг

Покажем, что к группе -//(/) применима схема теории рассеяния 
Лакса—Филлипса (6). Метод Лакса—Филлипса предполагает, что в 
пространстве /Дм>(0, оо; .#) существуют подпространства £)± (называ­
емые уходящим и приходящим), обладающие свойствами

I) //(±/)О±с£>±, />0, II) ГТИ(±/)О±={0}, 
/>о

III) и7/(Г)^± = /Л?)(0,оО; ^). 
/

(ля выделения подпространств Г)± заметим, что поскольку имеют 
место соотношения (12), то функция £(>֊) = ^'(^/О )£/.,(—по, оо: ,7/ + ) 
при /(>)£/Д4)( -оо.оо; ,У/4). Обозначив Ф±(г, л) = Ф(г, ))5±։(/), из фор­
мул (10) получим два различных спектральных представления опе­
ратора 7а- в /.8(—оо, ос; У/ ;.), определяемые формулами

R
£(»Ы.1.т — Г Ф’±(г, >.)«(г)х(г)</г, х(г)€Д<։^(0, оо; Ж), 

Р—*՝х 77 ° ՛
О

(14±) 
R

Ф±0", ')г(>М'. £().)€/.,(-ОО. оо; »,).
-R

Обозначим через Н±(—ао, оо; ^+)сД2(—оо, оо; .^,) классы голо­
морфных в 11± векторных функций /±(а), представимых в виде

<5г

/±(') = ?(0€/.։(0, г»: Л+), >.€П±.
О

Если в качестве уходящего и приходящего подпространств относи- 
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тельно группы операторов умножения на е‘“ в Л։(—л©, б©՝. .% ) выб­
раны подпространства /7±(—ао, ос; ,'Н .), то для них выполнение со­

отношений I)—III) очевидно. Обозначим через D,ci<։w»(0, оо; 'Н) об­
разы подпространств /У; (—ос, о©; при отображениях (14±). 
Поскольку эти отображения изометричны и группа //(/) ими перехо­
дит в группу операторов умножения на е1)1, то отсюда следуют соот­
ношения I) —III) и для подпространств D±. Подпространства D 
допускают и внутреннюю характеристику. Именно, используя свой­
ства функций S..(/.), в частности, их представимость формулами (11), 
можно доказать, что справедлива
I Теорема 2. Подпространства D± совпадают с подпростран­
ствами начальных данных задачи Коти (13) таких, что отвеча­
ющие им решения обращаются в нуль соответственно при t^>r. 
■>0 и —f>r, t<^0.

■ Отображения (14+) называются уходящим и приходящим спек­
тральными представлениями группы 11(f). Методом Лакса —Филлипса 
матрица рассеяния определяется как оператор, переводящий уходя­
щий представитель функции х(г)^£<//>(0, о©; Ж) в его приходящий 
представитель. Из формул (14±) и унитарности функции $(>.) сле­
дует, что это соответствие осуществляется функцией $(/)=■• .$_(>.)$21(>).
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Պ. է. 1ր1)ԼԻՔ-ԱԳԱՄՅԱՆ
1 Imնոնական 1]իֆերենցիա| օպերատորների 5 -մա in րից ների տեսության մասին

Աշխատանքր նվիրված է •)/ ) աա րած ուիլտն մեջ (1)-(3)
րանաձեերով սրոշված ին քն ահա մ ա լու էծ Հ կանոնական у ի ֆ ե ր են ց իա է 9պե* 
րաւոորների Տ֊ մ աարիցնե րի տեսոլիլան пГп2. 'лив fjl* ր ին: ենթադրվում է, и ր 
Ւք [Հ ) օս/երատո րա րժ ե ք ֆունկցիան օմաված է 1)-- 3) հատկություններով:

^"49 Լ տրված , "Г %К օպերաաո րի համար ղսէուիէլուն ունեն S—
րների օէքնու քժ էամ ր, ալն֊րիքէներր' սահմանված ինչպես ա լիրա էին օպերաւոո

и/և и &ի լիպս ի մ Ь թոդովէ
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