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Рассмотрена устойчивость на бесконечном и конечном интерва
лах времени неармированных и армированных неоднородно-старею- 
щих вязкоупругих стержней при произвольном ядре релаксации ма
териала, различных видах нагружения и типах опирания юнцов. Оп
ределения устойчивости па бесконечном и конечном интервалах вре
мени соответствуют определениям устойчивости движения динамичес
ких систем по Ляпунову и Четаеву.

Исследование устойчивости вязкоупругих стержней с учетом 
неоднородного старения материала проводилось в (12),в которых для 
ядра ползучести Н. X. Арутюняна (3) найдены условия устойчивости 
на бесконечном и конечном промежутках времени. Аналогичная за
дача для вязкоупругих стержней, армированных упругими элемента
ми, решалась в (4-5).

1. Постановка задачи устойчивости стержней на бесконечном 
интервале времени. Рассматривается прямолинейный стержень посто
янного поперечного сечения длиной /, изготовленный из неоднород- 
но-стареющего вязкоупругого материала. Поперечное сечение стержня 
имеет одну ось симметрии, а его момент инерции относительно цент
ральной оси, перпендикулярной оси симметрии, равен У. Изгиб стержня 
происходит в плоскости, проходящей через указанную ось симметрии 
и ось Ох, совпадающую с продольной осью стержня. В момент вре
мени /о=О к стержню приложена внешняя продольная и распреде
ленная поперечная нагрузка интенсивностью </(л). Возраст элемента 
материала стержня в момент времени /0 обозначим через р(ос). Функ
ция о кусочно-непрерывна и ограничена. 11ри одноосном напряженном 
состоянии деформация е(/, ос) и напряжение с(/, ос) в момент времени 
/^0 в точке л* связаны соотношением (6)

։ = Д(/+К)а или а = £(/+К)-։е = £(/-Л)з.
Е

Здесь /—единичный оператор, /\, /?—операторы ползучести и релак
сации,

/
/О = /?(/фр(х), г [ р(д-))г(т, х)с/г,

О
р(х), “+?(*)) Ф» а՜^՜’
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k(t,'), г(/, x)—ядра ползучести и релаксации, £—постоянный модуль 
упруго-мгновенной деформации. Ядро ползучести k допускает пред
ставление т) = /0(/, t)4-Zj(Z, x)(Z—т)-։, 0^х<1. Функции /0, 1Х не
отрицательны, кусочно-непрерывны по т и непрерывны по t при 
Z^x^O. Аналогичное утверждение справедливо для ядра релакса
ции г.

Обозначим через у0(х) возможный начальный и y(Z, х) полный 
прогиб стержня в точке х в момент времени Z^O. Считается, что 
прогиб стержня достаточно мал (т. е. в выражении кривизны можно 
пренебречь величиной у':=(ду/дх)а по сравнению с единицей) и спра
ведлива гипотеза плоских сечений.

Определение. Прямолинейное положение стержня устой
чиво по отношению к возмущениям —начальному прогибу и попереч
ной распределенной нагрузке, если для любого А^>0 существуют 
такие б1(А)^>0 и г>։(^)^>0, что из неравенств sup.,-|</(х)|<о։, 
supx | у0(х) | < 82 следует оценка sup/,x| y(Z, х)|< A, (t£ f0, о©), xg[0,/|).

2. Устойчивость стержня при действии сосредоточенной сжима
ющей силы. Пусть к концам стержня приложена сжимающая сила Р. 
Прогиб стержня удовлетворяет уравнению

Справедливо одно из следующих граничных условий:

y(Z,O) = y'(Z, O) = y(Z,Z)=y'(Z, Z)=0; (2.1)

y(Z,O) = y"(Z. O) = y(Z,Z)=y'(Z, Z) = 0; (2.2)

y(Z»O) = y"(Z, O)=y(Z,Z)=y"(Z, Z) = 0. (2.3)

На ядра ползучести и релаксации наложены следующие ограничения:
1) существует такая функция гх(/, т), что 

0<г^+р(х), т+р(х))^г։(/,-), О^х^и,
I

|r։| = sup/j 

о
Гг(/, T)fZz<l;

2) существует такая функция r0(Z, -с), что равномерно по Z>7

/
Птг-.^у зирЛ|г(/+р(х), хфр(х))—г0(/, т)|Л = 0, 

Г . I
1гоКП 1^о1<°°« |

Здесь &0—ядро ползучести, соответствующее ядру релаксации г0.
Пусть ^>0 —минимальное собственное значение краевой задачи 

У"4-'у" = Ос одним из граничных условий (2.1) —(2.3).
1еорема 1. Стержень устойчив, если выполнено неравен

ство
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Если ядро г0 разностное, то эго условие является необходимым 
и достаточным. Отсюда следует результат работ (”••), полученный 
для однородного вязкоупругого стержня.

Пусть на стержень действует т сосредоточенных сжимающих 
сил Рх, Р2. . . ., Р1П, приложенных в разных точках стержня, и п 
распределенных сжимающих нагрузок интенсивностью ^+1 , £т •>, ... 
..., ётл.п. Обозначим через )./ собственное значение краевой задачи, 
отвечающей упругому стержню, сжатому т'-ой сосредоточенной силой 
(/• 1, 2, . . т), а через >/—собственное значение краевой задачи,
отвечающей упругому стержню, сжатому /-ой распределенной на
грузкой к, (/=/л-|-1, . . т 4֊ п). Стержень устойчив, если

т т+л
V ^/)7֊|<£/(14-|Ло|)-1.

М 1-т 1

Этот результат является обобщением теоремы Папковича (у), дока
занной для упругих стержней (|£о|=О).

Для ядра ползучести 
♦

т) = — ехр(-7(^—т))]} (2.5)
дх

условие (2.4) принимает вид P<^EJ t (\-\֊ЕС0) \ (С0 = 11пь_«. <f>(՜)) и 
совпадает с условием устойчивости, полученным в (12).

3. Устойчивость стержня при однопараметрическом нагружении. 
Пусть на стержень действует продольная нагрузка, при которой нор
мальная сила N в каждом сечении стержня равна /V(x) =a/V0(x), где 

заданная кусочно-непрерывная функция. Ооэзначим через /֊>0 
минимальное собственное значение краевой задачи у ' 4-X(.Voy )' = (՜) с 
граничными условиями (2.1)—(2.3).

Теорема 2. Стержень устойчив, если выполнено неравен
ство

а<ЕЛ(\+\к^֊\

Пусть £=£■(/ +&(л')), а = а(1) зависят от времени, причем 
£(/֊|֊р(л)) ^ £,(/)>0, а(Г) </УЕ^) для любого и 11пъЕ(ф Т 
-|-р(х)) = £'0>0, Нпт/ .х«(/) = а0>0. Тогда стержень устойчиз, если 

1*о1) ։«
4. Устойчивость армированного стержня. Пусть стержень арми

рован упругим материалом с модулем упругой деформации Еи. Попе
речное сечение стержня имеет две оси симметрии и арматура распо
ложена симметрично относительно этих осей. Момент инерции арма
туры Л постоянен.

Теорема 3- Условия устойчивости армированного стержня 
совпадают с условиями устойчивости неар чарованного стержня с 
модулем упругомгновенной деформации Е, моментом инерции 
}0 = (Е}-\֊Еа.1а)1Е и ядром релаксации 8г(^, х)кгде Уи.
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Пусть армированный стержень сжат силой Р. Ядро ползучести 
основного материала имеет вид (2.5). Тогда стержень устойчив, если 
Р<Р0|1 +(1—р)£С0](1 4-£С0)՜’, где Ро—эйлерова критическая сила 
для упругого стержня, жесткость на изгиб которого равна £70.

5. Устойчивость стержня на конечном интервале времени. Пусть 
прогиб стержня исследуется на конечном интервале времени [0, 7'| и 
задано критическое значение прогиба у0. Критическое время Т° опре
деляется как первый момент'достижения прогибом значения у0.

Определение. Стержень называется устойчивым на ин
тервале времени |0, 7], если Т°^>Г.

Для анализа зависимости критического времени Т° от возраста 
материала проведен численный расчет для стержня с граничными ус
ловиями (2.1)- На стержень действуют сжимающая сила Р и распре
деленная поперечная нагрузка постоянной интенсивности у. Ядро 
ползучести материала стержня имеет вид (2.5) с функцией старения 

Стержень состоит из двух равных частей. Возраст 
одной части рх постоянен. Возраст второй части р2 варьировался от 
р2 до 10р1։

» -

—յ----- :-----1____—1____ I____1 » -
5 յ 15 Я. » М Я «I 15

Результаты расчетов показывают, что при возрастании разности 
возрастов Др«р։—р1 отдельных участков стержня критическое время 
увеличивается, причем тем интенсивнее, чем больше величина у0 
критического значения прогиба (рисунок).

Московский институт инженеров 
железнодорожного транспорта

Ա. Դ. ԴՐՈ9.ԴՈՎ. Վ. (». հՈԼՄԱՆՈՎՍԿԻ, ՛Լ. Դ. ՊՈՏԱՊՈՎԱնմիասևո АЬгш(|ш| կպչուն աոաձ|ւզ նյութից ձողերի կայունությունը պատ րաստաձ
I իտվում Լ ամրացված ու ոչ ամրացված անհամասհո ծերացող կոչ չուն 

առաձիգ ձողերի կ ա յ ո ւն ո լ թ յո ւն ր ժամ անակի անվերջ և վերջնական ինտեր
վալն երում նյութի ոԼլարսացիայի կամայական միջուկի, տարրեր ձևերի 
րոնումների և ծայրերի տարրեր ձևի հենման ղեւգրումւ Ստացված են ձողերի
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պ..,էմս,ննԼրլ, J и. .Г ,սՆ ш կ ի անվլր/ ձ , ,,,
որոշումներ անվերշ ձ ./4Г.ЬШ/.„Д ճ , , ., '“Հ'

մռպատասխանռմ 1,ն ղինամիկ համակար?ս,յ յ Հ ‘‘Լ ''"՚ 
որոշմանը՝ ըստ Էյապունովի և Չետաևխ 1ШР" '"‘թյան
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