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• Под рядом Фурье мы подразумеваем ряд Фурье -Лебега. Условия (1) и (2) 
сами по себе не достаточны, чтобы 2 бы । рядом Фурье сущес.вует тригонометри
ческий ряд, который сходится всюду, но не является рядом Фурье (р). с. 123).
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Для произвольного тригонометрического ряда
Си

ak cos kx -|-dk sin kx 
k-о

обозначим соответственно через {$л(й, x)}, {зл(Й, x)} и x)} час
тичные суммы, (С, 1) и Т средние ряда й, а через х)}—час
тичные суммы ряда Фурье функции /. Кроме того, пусть {й}* —класс 
тех тригонометрических ря юв, которые у ювлегворяют следующим 
условиям:

1. 11m ( խհ| + |Z>| ) О, ft- 4 ** *

2. Um |ՏՀԶ, х)|<3֊ос на լօ, 2՜ |

(1)

(2)

за исключением, быть может, некоторого счетного множества Е.
Задачи, рассматриваемые в настоящей заметке, группируются 

вокруг следующего вопроса: когда ряд й из класса {Й|*  является 
рядом Фурье*.

Здесь основным результатом является теор.ма В <л пе— Пуссена 
((’), с. 167; С) с. 789).

Теорема А. Если Й£{Й}*  и вместе с тем

Нт 5Л(Й, х). Пт 5Л(Й, х)££[0, 2-], (3)
• Л-*зо

то Й суммируется методом Д’ п. в. на [0,2-] к сумчируемой 
функции и является рядом Фурье этой функции.

О гею та получается теорема В, которая содержит в себе класси
ческие результаты единственности Гейне —Кантора и Юнга—Берн
штейна ((»), с. 168, (3), с. 225).

Теорема В. Если тригонометрический ряд й сходится к 
нулю п. в. на отрезке [0, 2~| и удовлетворяет условию (2), то 
й=0, т. е. все коэффициенты ряда Й равны нулю.
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Следующее обобщение теоремы А принадлежит С. Банаху ((2), 
с. 790).

Теорема С. Если Й£{Й}*  и
11т$л(Й. х)>#(х) п. в. на [0, 2к], (4)
Л֊*оо

где ё(х) суммируема и конечна вне Е (см. (2;), то & есть ряд 
Фурье.

Отметим, что теоремы А и С в определенном смысле эквива
лентны, так как из теоремы Зигмунда—Марцинкевича о пределах 
неопределенности тригонометрических рядов ((2), с. 868) и теоремы 
Фейера —Лебега сразу получается, что если й —ряд Фурье, то из (2) 
и (4) следует (3) и, таким образом, обе теоремы выделяют один и 
тот же класс рядов Фурье, удовлетворяющих условиям (2) и (3), ни 
одному из которых, вообще говоря, ряды Фурье не удовлетворяют 
((’), с. 421).

Вместе с тем согласно той же теореме Зигмунда Марцинкевича, 
если ряд Фурье & удовлетворяет условию (2), то

/(й,х)=4- Пт 5Л(Й, л) 4 Ит5,,(Й, л՜) 2՜] (5)

и естественно возникает вопрос: нельзя ли усилить теорему А, заме
нив в ней условие (3) необходимым условием (5). Справедлива

Теорема 1. Пусть й£{й}*_  Тогда 5} является рядом Фурье 
функции /(л)£А|0, 2՜] в том и только в том случае, когда

/(*)  = “ { 11т$яДЙ, а) ф Пт 5Яа(й, л) 
£ ( к—»зо

//. в. на [0, 2п] (6)

для некоторой последовательности {п^п^ . .
Следующее утверждение показывает, что теорема 1 действитель

но выделяет более широкий класс рядов Фурье, чем теоремы А и С.
Теорема 2. Существует ряд Фурье который не

удовлетворяет условию (3).
Если тригонометрический ряд Й удовлетворяет условиям (1) и 

(6), то для выяснения, является ли й рядом Фурье функции /, пред
ставляется естественным вместо условия (2) (которому может и не 
удовлетворять ряд Фурье функции /) требовать, чтобы

Пт |5Л(Й, л) — 5Д/, х) |< роо Л— (7)

на отрезке [0, 2~], за исключением, быть может, некоторого счетно
го множества (такой подход встречается у А. Гарнака (3), с. 225).

I е о р е м а 3. Если тригонометрический ряд Й удовлетворяет 
условиям (1), (6) и (7), то й есть ряд Фурье функции /.

Здесь условия (1) и (7) очевидно необходимы, но условие (6) 
для рядов Фурье, вообще говоря, не имеет смысла. Поэтому целесо
образно вместо частичных сумм рассматривать (С, 1) средние ряда.

Теорема 4. Для того чтобы тригонометрический ряд й
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являлся рядом Фурье функции /(х)£/.(0, 2-], необходимо и доста
точно, чтобы й удовлетворял условиям (1), (7) и

Нтоя(й, х)</(%)<: Пт вл(й, л) п. в. на [0,2֊
Л-> X Л-» (8)

Если рассматривать ряды Й£{Й}*,  то условие (8) также достаточно, 
чтобы Й был рядом Фурье.

Ге о рем а 5. Если Й£{Й}*  и удовлетворяет, условию (8), то 
й является рядом Фурье функции /.

Отметим, что здесь в условии (8) нельзя (С, 1) средние заме
нить частичными суммами, сохранив полностью утверждение: С. Ю. 
Лукашенко (4) построен пример ряда Фурье й, который удовлетво
ряет условию (2) на отрезке |0, 2֊], и вместе с тем пределы неоп
ределенности ряда й равны лишь на множестве Е, т^Е<^-. для на
перед заданного е>0. При этом нетрудно убедиться, что й удовлет
воряет также условию (3).

Таким образом, для рядов й£{й}*  условие
Ит 5„(Й, л) </(х) Пт 5„(й, х), 

е Л -»ОЬ/ Л—•>:

которое выполняется всюду на отрезке |0, 2~| для некоторой конеч
ной и суммируемой на [0, 2՜] функции /, еще не гарантирует, что й 
является рядом Фурье именно функции /, но является ли оно доста
точным, чтобы имело место (5) и й являлся рядом Фурье, не ясно.

Вместе с тем справедливо следующее усиление теоремы В.
Теорема 6. Пусть Й£{Й}*  и /(х)£Л'’[0, 2՜] для некоторого 

р^>1. Тогда, если для какого-либо регулярного метода Т

Пт_^(й, х) '/(х)<Пт /Л(Й, х)
Л-*Зи  Л-»Х

п. в. на [0, 2՜],

то Й является рядом Фурье функции /. В частности, если ряд 
Й£(Й}*  суммируется к нулю каким-либо регулярным методом п. в. 
на [0, 2"|, то й=0.

Вышеупомянутый пример С. 1О. Лукашенко показывает, что 
тригонометрический ряд может сходиться к конечной и суммируемой 
функции на некотором множестве £‘с[0, 2~|, тез/Г^2- и вместе с 
тем ограниченно расходиться в остальных точках отрезка [0, 2-|.

Возникает вопрос: существует ли тригонометрический ряд. кото
рый сходится к пуло на иесогзрои мнэжгегвз £~[0|2“| и 
ограниченно расходится в остальных точках отрезка 10, 2՜ | (по это
му поводу см. (։), с. 434).

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 7. Никакой тригонометрический ряд не может 

сходиться, к конечной функции /(х) на каком-либо множестве 
/:՝С[0, 2“] и ограниченно расходиться на [0, 2-] — Е, если /\х) явля
ется сужением на Е некоторой функции, ряд Фурье которой схо
дится всюду. В частности, никакой тригонометрический ряд не 
может сходиться к нулю на каком-либо множестве £с|0, 2~| и 
вместе с тем ограниченно расходиться на [0, 2-] — Е.

Теорема 8. Никакой тригонометрический ряд не может
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сходиться к конечной функции /(х)£П’(Е), /?>1 на каком-либо 
множестве £'с[0, 2к], тез£<С2« и вместе с тем ограниченно рас
ходиться в остальных точках отрезка |0, 2~].

Обозначим через Й) множество точек сходимости, а через 
£(с, Й) множество точек (С, 1) суммируемости (к конечному числу) 
ряда й на отрезке |0, 2՜].

Вышеприведенные утверждения (кроме теоремы 2) являются 
следствиями следующих двух теорем.

Теорема 9. Пусть Й£{Й}*  и ДЙ, х) £ ЦЕ (с, й)). Тогда 
Й)=2я и й является рядом Фурье функции /(Й, х).

Теорема 10. Пусть Й£{Й}*  и /(Й, х) £&>(£($, Й)) для неко
торого р>1. Тогда тез ЕЦ, Й)=2тс и й является рядом Фурье 
функции /(Й, х).

Армянский педагогический институт 
им. X. Абовяна

Լ. Ա. Շ1ԱԻՆՅԱՆ

եոանկ |ունսւ՝ափսւ1|ւսն շարքերի մ ի ա 1| ո ։ թ | ա ն մասին

Գիցուք Й-5/ ընդհանո տեսքի եոանկրսն աշ ավւտկան

Ж X) ե SiXt, X) ֆտ նկցի աներր համապատաււ • ար նրա մասնական
դա մ ա րն ե րի ստորին ե վերին սահմաններն են:

Աշիւատանքու մ դիտարկվում է ալն հարցր, թև երբ 0-/> ձդտոդ դործա֊ 
կիցներով Օ եռանկյունաչափական չաբքր ^ԼՒ^Ւ ^Կէլրի քե Վեր ե դի շարք, եթե 

I --} ) ե ) ֆունկցիաները վերջավոր են ամենուրեք, բացի դուդե մի

Տաշվեք ի րաւլէք ու թ լունից։ • *̂/7  >. 1
-^ամաձալն ՀալլԷ---Պուսսենի թեորեմիւ դ[էլւէ համար րավւսկան է, որ

Տ(Զ, X), ձ’(Զ, xKZ[0,2-].

4.շիւատ ան քու մ մասն ավ սրա բար ւդա ր դա ր անվ 
անհրաժեշտ շէ ՝ !1Ակ 

պւպմանր արդեն անհրաժ եշտ A բավարար է, 
Q շարքր հանդիսանա

"С

նշված ւքաււքէց

ֆ՚ււնկցիալի

֊{S(Q, x)+5(0, X)}

•Аուրիլե֊Լեբեդի ջսէ(1քըէ
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