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В настоящей работе исследуются бинарные алгебры со свзрх- 
тождествами:

А'(х, х) = х—сверхтождестзо идемпотентности;
Х(х, у) = А’(у, х) —сверхтождество коммутативности;
^[/(х, У). ®)1= я)> ^(у, г/)]—сверхтождество абелевости;
Х[х, Г(у, я)] = Г[Х(х, у), Х(х, г)]— сверхтождесгво левой дистрибу

тивности;
Д'! У(х, у), я] = Г|Х(х, я), ЛЧу, з) |-свэрхтзждесгво правой дистри- 

бутивности.

Алгебру У>, удовлетворяющую сверхтождествзм левой и 
правой дистрибутивности (идемпотентности, коммутативности, абеле
вости), для краткости назовем дистрибутивной (идемпотентной, ком
мутативной, абелевой).

I Будем рассматривать еще следующие сверхтождества:
Г(х,х) = Их, ,¥(х,х)]; (I)

Л|Г(х, х),х1=Г[Х(х, х), х|; (2)
Л|Г(х,х), Г(х, х)]=ИХ(х, х), Х(х, х)|. ( Ո

Пусть <^(2; —бинарная алгебра. Непустое подмножество 
называется левым (правым) идеалом алгебры если для лю
бых элементов а£/, и для любой операции имеет место

| Х(Ь,а)£1 (Х(а, Ь)£/), и идеалом алгебры если оно одно
временно является ее левым и правым идеалом (ср. (1՜3)).

I Элемент называется нулем алгебры если Л(х, 0) =
|=,¥(0, х)=0 для любого х(& и для любой Л'£У.

Для алгебры определим еще следующие подмно
жества множества (?:

/£/а(О) = {х€Р|ЗА'е2, Л'(х,х)=х)
И

ЛЛ(0) = {*€3|УА'€£, Д’(х, х)=х).
Лемма 1. Если алгебра (1 дистрибутивна а удовлетворяет 

сверхтождествам (1) и (2), тогда
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։) под множество Л/з(6) является идеалом алгебры 0*=<Х^\
И) УА\ и \а,Ь,с(Х} справедливо У[л, Х(Ь, с)]£№(0) и 

Г|А(а, ЬУ с]£М~(6У
Доказательство. Для любых X, и для любого х<&. 

справедливо ✓¥[}'(х, х), х]£/^з((;), поскольку
Г[А’|У(х,х),х|, А'|Г(х,х),хЦ = Л[Г(х,х), У(х,х)] = 

= Г|Х(х, х), х]=Х[ Г(х, х), х).
Аналогично устанавливается, что А'Гх, У(х, х)]£Л/з(С7) для лю

бых X, У£У и х^(2. Итак, Л/з((7)=/=0. Возьмем произвольные эле
менты х£4/з(0), и покажем, что Х(а, х), А'(х, а)£МЦв) для 
любой операции А'С^- Поскольку х^/дЦО), то существует операция 

такая, что У(х,х) = х и следовательно

У(Л(а, х), Х(а, х)] = АГ|а, У(х, х)] = ,¥(«, х),
т. е. Х(а, х)£Л/з(С). Точно так же показывается, что Л'(х, а)£/№(Оу. 
Таким образом Л/з(6)—идеал. По этой схеме доказывается, что при 
условии ЛЛ(О)=<^0 подмножество /г/*((7) —идеал алгебры 
Далее:

У\а, А(г>,с)НЖ(л, ЬУ Г(а,е)] = У{Л[У(«,Л),«], Г(а, д), г]} = 
= Г{У[Х(а, а), А'(д, а)], Х[ Г(я, *), с)} =

= У{Х[Г[Х(а,а),^, У[Х(а, а), а] ], Х[Г(а, Ьу с]}

и учитывая, что УДХ(а, а), а]£/дЦСУ получим требуемое включение: 
У\а, Х(Ь, с)]£Л/з(С7). Аналогично доказывается, что У[Х(а, Ьу с]£ 
£Л/з(О) для любых X, и а, Ь, с<&.

Лемма 2. Если алгебра О = удовлетворяет сверх
тождествам (1) и (2), то следующие условия эквивалентны:

Ш} алгебра О дистрибутивна и удовлетворяет сверхтожде- 
ству Х\Х(ху х), х]« У[ У(у, у), у];

/у) алгебра О дистрибутивна и —одноэлементно;
V) алгебра О—система полугрупп с нулем (т. е. каждая ее 

операция —полугруппа с одним и тем же нулем 0), и
Х{ау Г(М)]=0,
А'[ У(а, Ь), с] = 0

для любых X, и для любых а, Ь, с(Х).
Доказательство. //г) Если а£/б/Е(б?), то по определе

нию существует операция Х££ такая, что Х(а, а) —а. Тогда Х(а, а) = 
Х[Х(а, а), а]=а и аналогично Ь= У[У(д, Ь), б], если Ь£/дз(С). 

Следовательно а~Ь и /</з(С) — одноэлементно.
/у)==>у). Во-первых, каждая операция Л^У является ассоциа

тивной, т. е. Л'[ /\ (а, Ь), с | = Х[а, Х(Ь, с)], поскольку согласно преды
дущему утверждению Л[Х(а, Ь), с], Х\ау Х(Ь, с)\^/дЦб) и 
одноэлементно. В качестве нуля выступает единственный элемент 
множества Действительно, если 0£/</з(О), то для любой опе
рации А'^ и для любого аСО
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Ж а),
Следовательно Х(0, а) --= Х(а, 0) = 0. Поскольку

Х\У(а. Ь), с], Х[а, У(Ь, с)|6/#(О), 
то

Х[Г(а, *),с|=0 = Л|а, У(Ь, с)].
у)=>/п')- Справедливость сверхтождеств дистрибутивности оче

видна (согласно условию V)). По той же причине выполняется сверх
тождество Л]Х(х, х), х| =։ К| У(у, у), у], так как его левая и правая 
части равны нулю.

Алгебра <41; называется с левым (правым) У-сокра цением, 
если справедлива следующая импликация:

(УХ£У, Х(а, б) = Х(а, с))->Ь=с 
/(УХ€£, Х(Ь, а) = Х(с,а))^Ь = с1,

где а, Ь.с^С]. Алгебра называется У-сократнмой, если она с левым и 
правым У-сокращением.

Теорема 1. Если коммутативная и идемпотентная алгебра 
абелева и не обладает собственными (т. е. отличными от 

идеалами, тогда она V-сократима.
Теорема 2. Каждая дистрибутивная алгебра <^(?; (где 

|(2|>3) без нетривиальных конгруэнций и удовлетворяющая сверх
тождеству (3), является ^-сократимой.

I 

6

о

Рис. 1
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Для формулировки следующего результата обозначим через М 
многообразие бинарных алгебр, определяемое по сверхтождествам 
(1), (2) н одному из (эквивалентных) условий Ш)—V) леммы 2.

Определим бинарное отношение р3£С?Хф по правилу: 
ар3&«=>когда а = Ь, или а, Ь £1(12(0),

В качестве примера заметим, что если дистрибу
тивна и удовлетворяет сверхтождествам (1), (2), тогда р3—конгруэн
ция алгебры О и фактор-алгебра (7/р3£ЛТ

Теорема 3. Многообразие /VI обладает всего Ю нетривиаль
ными подмногообразиями, определенными сверхтождествами, и ре
шетка ее таких подмногообразий изоморфна решетке вида рис. /.

Теорема 4. Если в обратимой дистрибутивной алгебре 
<^0՝, выполняется котождество (*)

*РДО), Г(с,г/)]=-У[Х(д,с), *(Հմ)|,
тогда элементы а, Ь, с, порождают абелевую обратимую 
подалгебру. В частности, обратимая подалгебра, порожденная лю
быми тремя элементами, будет абелевой.
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Зпг. 1Г. ՄՈՎՍՒՍՅԱՆ

Որոշ ղերնույնություններով որոշվող հանրահաշիվների 
բազմաձևություններ]) վերաթերյւսլ

Աշխ ա տ ան բո ւմ ներմուծվում է \ կրճատելի հանրահաշվի դաղափարր
և ո(’ո1 էքերնույնոլթյունների առկայության ղեպբում ապացուցվում են թեո
րեմներ Կանրահաշիվների \ կրճատելիության .վերաբերյալ։ Տրվում է նաև 
գերնույնությոլններով որոշվող մի բազմաձևության ենթաբաղմաձևությոլն- 
ների կավարի լրիվ նկարազիրր ւ Վերջում ( հակաղարձելի բաշխական հանրա- 
հաշիվներում) հետազոտվում է արելյան զ ե րն ո ւ յնու թ յան բխելիության հարցր 
աբելյան կ ոն ո ւյնութ յուն ի ց ։
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