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Одно достаточное условие гамильтоновости графа
(Представлено чл.жорр. АП Армянской ССР Р. Р. Варша мовым 15/1 1983)

Рассматриваются конечные неориентированные графы без петель 
и кратных ребер. Все понятия и обозначения, не определяемые здесь, 
можно найти в книге (Ч. Пусть О—граф с множеством вершин У(б) 
и множеством ребер Через -и((7), о(С), А?((7) и а(б) обозначим 
соответственно число вершин, минимальную степень, вершинную 
связность и вершинное число независимости графа (7. Граф называет­
ся гамильтоновым, если содержит простой цикл С длины (при 
этом С называется гамильтоновым циклом графа С).

В 1952 г. Дирак (2) доказал, что если Д(7) ^??((7)/2, то О имеет 
гамильтонов цикл. При о((7)5= г((7)/2 — 1 граф (7 не всегда содержит 
гамильтонов цикл.

В работе (3) (см. также (4)) доказано (1981 г.), что при допол­
нительном условии /г(С7) 2 для гамильтоновости графа достаточно 
требовать о(О)^ (•и(О) -ф А(0))/3.

Заметим, что из условий /?((7)>2 и Д(7) (г'((7) Т/г((7))/3 в част­
ности следует (см. (3)) ^(0)>«((7). Однако оба неравенства /г((7)^2 и 
'>(6)^(0) могут нарушаться при б(<7)^»(т'(б)+£(О))/3.

В 1971 г. Нэш-Вильямс доказал ((5) лемма 4). что если /?((7)2>2 
и о(б)^е тах((<и(О)-|֊2)/3, а(0)), то (7—гамильтонов. В случае k(G)^2 
и о(6) 5= щах ((т»(6) 1)/3, а(0)) граф (} не всегда содержит гамиль­
тонов цикл.

В настоящем сообщении предлагается
Теорема. Если /г((7)>3 и

5(0)>тах (—2^(0) , а((7) У (1)
\ 4 /

то С—гамильтонов.
Введем некоторые вспомогательные понятия. Пусть Р— маршрут 

графа (7. Подграф, имеющий множество вершин 1/(Р) и множество 
ребер Х{Р), обозначим ЦРЦ. Длина простой цепи есть число ее ребер. 
Для любого подграфа НС-0 и для любых вершин л*։ у£У(Н) рассто­
янием (1ц(ху у) между вершинами х и у называется длина кратчайшей 
простой цепи подграфа /У, соединяющей х и у. Первый и последний 
элемент любой конечной последовательности (2 обозначим Е((2) и 
/-(Ф) соответственно.

Пусть //—маршрут графа О, г—положительное целое число и 
пусть 2,^У(А/), г=1, 2.......... е (г>2).
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! Определение. (7Р 7...............2։) назовем (//, г)-схемой, ес.ш
Ер 7։, являются независимыми множествами в подграфе ||//||,
а неравенство <///(;, имеет место для любых /, у (/у./) и для
любых '^1 Если множества 21։ 72.........7, имеют сис­
тему различных представителей, то (Н, г)-схема называется нетри­
виальной.
I Доказательство теоремы основано на следующих вспомогатель­
ных утверждениях:
I Лемма 1. Если Р является п-вертиннной (п^2) простой 
цепью, г>2—целое число, (2։, 72) - нетривиальная (Р, г)-схе.ча, то 
Ь1Ц-|28|<тах{(п—г+5)/2, 2(п]-г— 1)/г}.
I Лемма 2. Если Р является п-вершинной (п^З) простой цепью, 
/4>2—целое число, (/։, 72, Х3}—нетривиальная (Р, г)-схема и 
/'-=1, 2, 3, то |71| + |28|Ч-|2,|^тах{(/1-2г+12)/2, 3(« г—1)/г}.
■ Лемма 3. Пусть . . . ;я (п 3)—произвольная прос­
тая цепь графа С. Если |^(с1)П У(Р)|- |А'(;п)П 17(Р)| п 1, то 
Ц5։+1^Х(0), М/-1^А'(0) для некоторого /(2</</г — 1).
■ Лемма 4. Пусть Р—^3 . . . ;л (я3)—произвольная прос­
тая цепь графа С, п—2) —произвольное целое число. Если
'|А(;1)П1/(Р)| : |М(;Л)Г1 У(Р )|>-л 3, то существуют попарно различ­
ные целые числа 13, /2, . . /։+։ такие, что ;1;( + ։СА'(С), ^^Х(0)
для всех значений /\, /2, . . /«+1.
I Приводим лишь набросок доказательства теоремы Пусть г(6)= 

-= и, 8(0=о, &(С7) = Л и а(6) = а. Так как связность графа С равна к, 
то существует /^-вершинное подмножество 5 с 1/(0) такое, чти 
|<Л/((7)\5>—несвязный граф. Пусть 5 = {г/։, ?»2, . . ., ^} и пусть 
■к, 62, . . С/—компоненты связности графа Введем
обозначения

Н* = б С/։ Н~= 6 С,. /£1, /֊I. 

1-1 1-/-Н

| Пусть Й(//) обозначает множество всевозможных //-ок (Р։,
Р2, . . Рл), где Рр Р2, . . Рл —простые цепи графа 6. попарно 
не имеющие общих вершин. Пусть

^*(л) = {(Хр х3.......... Хл)С^(л)/

/^(х,)€Х. Цх,)&, У(х,)с1'(Н>)08. <=1, »}. «€|-^. -}.

|»/21

л-1

[*/21
= и й“(«).

чл-1

Через й+՜ обозначим множество всевозможных пар (а՜, у) таких, 
что х=(х1։ л-21 . . Лл)£Й+» у—(У1. у։.......... Ул)£Йи> а множество

вершин и (И(Х/) 1) 1/(у/)) и множество ребер и(А(Х/)иХ(У<)) опре- 
/-1 '-։ Л 

деля ют простой цикл графа О.
Случай 1. |И(//+)|<2о-*-1, |1/(//-)|<2^—1-
Пусть |И(/Г)|.= 2«-к-1-В для некоторого ^0. Введем число
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А следующим образом: А /г-3 при р^/г—3 и А 2 при о.
Введем обозначении

л; = !/^ (1) Р(р)-=р։> /•(/'М'Л
л;=={хл;/|Ир)П$|^},

л: = {р^А^р'^А ;(|И(Р) Л5|^|1/( Р) Л$|)},

л; = {Хл:а>€л;(|{//Ио\)л Н/П¥-0}|^|^7^(С/)Л1/(Х¥=0}|)}, 
л;={ р$а :^'€д;(| । и хп}.

В силу Л-связности графа О Ы(Ъ1)С\У(О1№0, / = 1,£, 7=1, /, 
откуда ввиду связности подграфов О/ для любых вершин г».,, ^^5 и 
для любого компонента О: существует некоторая цепь Р|х, у, г|, 
удовлетворяющая условию
?՝(Р[х, у, ?])=г\, А(Р[х, у, г]) = т>у, У(Р[л, у, г])с1/(б7) -иу}

В частности Р[1, 1, 1|£Д|. Следовательно, А*=£0. Выберем 
произвольную цепь Р^ из А\. Обозначим

а -={х л;/ р) п и р;)={V., у2 П,
Л;-{р€Л;/¥р^Д;(|И/)П5|<|И(ХЛ5|)},

л; - {X Л7/ М 7(|{ I/ И(О/>Г1 И( р' н 011 |{ Ц ИО,Т л У( р} * 0} |) I,
а;={ р^/ур՛^ щ Х)|<| и р) |)}.

Из Р [ 1, 1, /]£л4։ следует Д .=^0. Выберем произвольную цепь 
Р из А՜. Обозначим <1

^ = {Х^ЖХПИР-)={^,
^ = {Х^/У/7'^;(|1/(/)Л5|<|Ц^)Л5|)),

5>{/^€й:^^(|{//1/(О։)л^(р/)¥=011^|{//ИС/)ЛИ(ХУ=0}|)},
р\ = I Р^\р'<^(\ 1/( р'}\ | и XI) I ■

Из А\^-0 следует В\=^0. Выберем произвольную цепь Р из 
В\. Подграф \\Р +|| Л ||Р-| определяет гамильтонов цикл графа О’.

Случай 2. Либо | У(Н+)\2^-^, либо | У(^՜) | 2^-/2.
Без потерн общности можем предполагать, что |1/(//+)|^= 25—А. 

Обозначим

«*։» • • •> /У(Ур у2. . . .> Ул)€

|Иу/)|<

Так как Р\ 1, 1, 1 ]£ (У, то £2+=^0. Выберем произвольный (А[, 
//, . . Рщ)(А2т. Без потери общности можем предполагать, что 
Л(/..) = 7;.7_1, ) ^г!2,։ /=1, т. Обозначим

и ((X, у)£ □*-)}.
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К Так как то достаточно рассматривать случаи '>^(ги ]) .з 
(рри о>(г՛ 2)/3 граф в гамильтонов (’)), откуда т^Зб-1. Учитывая 
также г*<4^ 2Л? (см. (1)), получим в—Лф-1 £, откуда Ц^Н՜)! 
>|1/(6/)|>':-£-Н Тогда по теореме Холла (й) и ввиду /^-связ­
ности графа О существует множество вершин {-и,, V,, .. ., г, ֊1} такое, 
что ъ\ъ£Х(О}, /=1, 2т. Введем два множества фиктивных ребер

//л—1 \ т/?■= ( ц {®>;<+ւ1)ս{ք2ո,Հ}. «°= и 1էն, .г.?,.
/ I •» 1

■ Рассмотрим граф О' с множеством вершин 1(0 и множеством 
ребер Через II" обозначим множество простых циклов
С графа О', удовлетворяющих условию

У(С)ПИ(Г)=Ч^։ у2........^Х(С).
■ Множество вершин г»2.......... ..................................т’> Л и мно-

/2/л \
жество ребер 0 {^,}) определяют простой цикл графа

О’, принадлежащий У/, т. е. и7^=0. Обозначим

| = (хС 1Г/¥уС №(|Х(х) Л Я֊| |Х(у) Л /?’|},
I М'1/^ М/1(| 1/(у)|^ |Ил-)|)}.

И Из 1УЛ-Л0 следует IV’1 - 0. Выберем произвольный С~£ й *. 
Показано, что Х(С~)Л/?~ = 0. Множество вершин 1'(С ) и множест­
во ребер Х(С~)\/?° определяют в графе О некоторое семейство це­
пей (£;, I-՜, . . £“)€□“ такое, что (£;, £;, . . Без потери
общности можем предполагать, что для любых х=(х։, х2........... хи),
Уг=(У1. Уг» • • ■» У«), удовлетворяющих х£0+, (х, у)£2 , имеет место

п
Ս (^Հ)Ս Н<)) /-։ и (Юлгли И(уо > /-1

I Подграф Iи(1|£?В1Ж/11) определяет гамильтонов цикл графа (7.
I /м1
Для установления этого утверждения используется также тот факт 
г), что любой 3֊связный граф О либо гамильтонов, либо содержит
ростой цикл длины ^З^—Л.
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Академии паук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета

ժ. Դ. ՆԻԿՈՂՈ113ԱՆԴրաֆի Ոսւմի|տոն|ւսնուբյան մ|ւ բավարար պայման
(յ դաէյաթներքք բանակն է» Կ*ն պապաթներէ

պ ապ ու /ն աոտիճանր է к-Ь՝ պապա[ժ ալին !^иа պ տկպ էք ա ւ} т. քժ քուն ր ե պաէք

լին ան/ւաքոոէ թ1Ա.ն թիվր՝.
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« .ապա' (7-ն ճաւք[ղսւււնյան զբաֆ Խ
հերված թեորեմը 3^ V 4“ 8) 6 դեպքում ավելի ուժեղ է, քան Նեշ֊ 

'Լիլլամ սի հարոնի թեորեմը. Ո(1Ը պնդում է, որ եթե /< > 2 և 3 Ո13ճ ((-սփ2)/3, *)» ապա’ Օ'-Ն Հա մ է լս1 ոն լան է'.
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