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МАТЕМАТИКА
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■Инте!ральные уравнения Вольтерра, содержащие ЗЕ ункции и С72■

в ядре
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 11/1 1983)

В настоящей работе устанавливаются критерии обратимости и 
формулы обращения 10 двумерных интегральных уравнений 
Вольтерра с функциями Аппеля—Горна Л2 и <72 в ядрах. Одно из 
этих уравнений исследуется более подробно. При этом используются 
определения операторов дробного интегро-дифференцирования 
Римана—Лиувилля Л произвольного комплексного порядка у. из ра­
бот (1'2) и методы, подобные изложенным там.

Г. Пусть задано двумерное интегральное уравнение Вольтерра 
вида

Х/(«> ъ)с1и(1ъ = £(ху у)-, 0<х<о, 0<у<2', 2—2Հ 0],

где Л2(а, р', 7, 7'; х, у)—функция Аппеля (3).
искать в классе А, где А здесь и в дальнейшем 

Его решение будем 
означает множество

комплекснозначных функций, заданных и интегрируемых в прямо
угольнике [0, 2]Х[0, $']• Другие уравнения такого рода, содержащие 
в ядрах функции Горна Фп Ф2, Ф3, Н2, Л3 (3), но с простым ин­
тегралом по отрезкам оси, рассматривались ранее в работах (1՝1՜6).

Оператор Гд(а, 7, 7՜)/ при я = 0 превращается в двойной 
дробный интеграл Римана—Лиувилля (՛), который является частным 
случаем общего /г-мерного дробного интеграла, изучавшегося в (՛).

В пункте 2 решение уравнения (А) выписывается с помощью 
операторов Л, Л, через которые обозначены операторы / в случаях,

х и у. Другие 
в работах (9՛10).

и—х

когда /’х действуют соответственно по переменным 
применения операторов можно найти, например,

2 . Из ограниченности функции Л2( а, ?, р'

в прямоугольнике (х, у)€[0, о]X10, 2'] несложно установить,

что справедлива следующая
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Теорема 1. Пусть Re?, Re?'^>0. Тогда оператор 
?, ?')/ действует из пространства L в L.

Теорема 2. Пусть Re?, Re?'>0. Если Rep> — Re?, Rep'^> 
—Re?' и f£L, mo

₽, ?, ?')Л= Тд(а, p, ?-Нг, ?'+И/. (1)
Теорема 3. Если Re?, Re?', Rep, Rep'>0 и то имеет

место представление
Тд(а, ?, ₽’ 7, 7')/=/1_?Л'_₽(а+-с+у)—/^’(а-|-х+у)'7(х, у). (2)

Теорема 4. Если Re?, Re?'>0 и f^L, то g£L. *
Теорема 5. Если Re₽, Rep'>0, то интегральное уравнение

/|/3у (а+х+у)»/(х, у) =(a4-x+y)’/^'g(x, у) (3)
для каждой функции g£L имеет решение f£L и наоборот — для 
каждой f£L имеет решение g из класса L.

Применив теоремы 3—5, можно получить следующую основную 
теорему.

Теорема 6. Пусть Re?, Re?', ReP, ReP'>0. Тогда необходи­
мым и достаточным условием для того, чтобы уравнение (А) 
имело решение f£L, является условие g£L. Если оно выпол­
няется, то решение единственно и выражается формулой

f(x. = + у). (А')

3 . Рассмотрим теперь аналогичные уравнения с функцией F2 в 
ядрах:

X V

Х/(и, v)dudv = g(x, у), Re(7—Р), Re(7'-?')>0,

(В)

<Ш-8-8',О];

и — X у — V
a-\-u~v ’ а-\-и—v

(С)

Х/Ы, v)dudv = g(x, у). Re?, Re?'>0, atff-o, 3'];

(D)
a-rX—y аД-х—у/

Х./(и, v)dudv = g(x, у), Re(7-?), Re(7'-?')>0; a^-3, 6'];

(у—гф'֊1
(E)

•/ «7
О О

Да, v)dudv = g(x, у), Re(T—₽), Re3'>u, а<Е[—8—3', 0];

202



Во всех этих уравнениях положим Ие;, Ке*г'>0 и (х, у)£[0, *] X [0, о'].
Справедлив следующий аналог теоремы 6.
I еорема 7. Каждое из вышеперечисленных уравнений имеет 

решение то?.да и только тоъда, ко2да При тако м
условии эти решения единственны и выражаются соответствую­
щими формулами вида

/(х, у), (В')

/(х, у) = (а+х-у)-/7?/-3’(а+х-у)«/з-тР'֊Г^(л, у), (С')

/(х> У) = /Г^у _;(афх—уу/-'1/֊>'(а+х— у)-’£(х, у), (О')

Дх< у)=/з֊т/-3 (а-|-х+у)’/-'’/з -т ^(х, у), (Е')

Дх, у) = /з֊1/֊3 (а+л--у)’/-3/з -т>(х, у). (Г)

4'. Пусть теперь заданы интегральные уравнения, содержащие 
функцию Горна С2 (3) в ядрах:

(у—г/)-3՛
(«Ф х+ф)-’(а4-։/фу)—' (С)

хо2(а, а', р, Р'; — Л , ——— )/(и, •о)г/а</ф=£(х, у), 
\ а -х-\--и «фифу/

а^_г_«',01, Ке«, Ке։'>0, Ке₽, Кер'<1;

(у—тО՜3՛ (афифу)—(а фхфт/)— (Н)

хс/а, а', р, Р'; -А.-— , у—— ^/(и, у),
\ а фифу афх+г»/

а«[—8-3', 0], Кер, Кер', Ке(։ф0), Ке(а'ф0')<1;

С Г (х-а)-з (у-^-З' . , ,| | —--------— -12.---------- (а х—у)~л(а и—у)-’
3 3 Г(1-₽) Г(1-р')
о о

ХОг(а, а’, р, р'; “~Х , У՜'՝ -^Ди, v)dudv = g(x< у), (1)
\ аф-х—и а-уи-у/

Ие*. Ке։'>0, Ие?, Кер'<1;

Г Г(х-И)֊з (у-у)-з- )_.(а+х_г()-.- (Л)
.13 Г(1-Р) г(1-р')
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XGJa, a', P, P'; - - , У - )/(«, v)dudv=g(X, y),
\ a+u—у а+x-v/
aei-^o'L Re?, ReP', Re(«+?), Re(a'+?')<1.

Во всех этих уравнениях (x, y)C[O, o]X[0, o'].
Теорема 8. Необходимым и достаточным условием того, 

чтобы каждое из уравнений (G), (Н), (I), (J) имело решение яв­
ляется условие При таком условии эти решения
единственны и выражаются соответственно формулами

Дх, у) = (а+х 4-у)в‘гв +з+г-}/-а1~а' (a-J-x-ky)1՜?-։3' (G')
X/a+0֊l/a'+₽ ֊I^%։

/(х; y)--/“^-1/®;+P'-1(a+x+y)1-₽-?7-e/-e'(a+x4-y)e+e'+p+p'"1^(x, у), (Н)

/(х, y) = (a4-x— у)в+в'+Р+₽'֊7ж-»/“®'(а4-х—у)1—з—З' (I)

X/^֊1/^'՜1^, у), *
/(х, У) ^i^-^'-^+x-y)’֊?-?'/;»/;®'

Х(а-]-х—у)®+®'■h3+?’-lg(x, у). (J)
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ՎՈԻ ԿԻՄ К ԹԱՆ

Վոլտերայի տիպի ինտեզրայային հավասարումներ, որոնք կորիզում 
պարունակում են р և (յ ֆունկցիաները

2 2

Դիտարկվում են կորիզում Գորնի Р ֆունկցիաներր պարունակող Վոլ֊ 2 I
տերայի 6 երկչաւի և (պարունակող նման տիպի ինտեդրալային հավա֊
սարումներ։ կրվում է այդ հավասարումներից մեկի մ անրամ ա սն հետազո֊ 
տումր և բերվում են բոլոր 10 հավասարումների լուծումներր։ Այդ լուծում֊ 
ներր տրվում են կոմպլեքս կարդի (2, 5, 9, 1) Ռիման—Լիուվիլի կոտորակային
ինտեդրա֊ղիֆերենցմ ան օպերատորի և աստիճանային ֆունկցիաներով բաղ֊
մ ապ ատ կմ ան օպերատորների կոմպոզիցիայի տեսքով։
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