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О формуле следов для /-неотрицательных операторов 
при ядерных возмущениях

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александряном 9/ХП 1982)В этой заметке для обратимого /-неотрицательного оператора выводится формула следов при ядерных возмущениях.В работе (’) И. М. Лифшиц для двух самосопряженных опера- торов, Д, Д-разность которых конечномерна, и, еще при некоторых дополнительных условиях получил (не вполне строго) так называе
мую формулу следов зр{Ф(Д)—Ф(Д)}= I ЦХ)Ф'(л)/л, где Ф(/)—функ-

— ОС 
«в цпя достаточно общего класса.Вскоре М. Г. Крейн в работе (2) дал строгое доказательство формулы следов в более общем случае, когда разность операторов Д и Д ядерна.В работе (3) формула следов были перенесена на случай двух /-неотрицательных операторов Д и Д, разность которых конечномерна и /-неотрицательна.1. Напомним некоторые хорошо известные факты для пространств с индефинитной метрикой (см. (4)).Пусть //—гильбертово пространство, в котором наряду с обычным скалярным произведением (/, £) (/,£■£//) введено индефинитное скалярное произведение [/, £■] = (//, £)» /=Р+ —^֊» где Р±— взаимно дополнительные ортопроекторы в Н.Для любого линейного оператора Д, действующего в плотной области определения /ДД), соответствующий /-сопряженный оператор однозначно определяется при помощи равенства [ДЛЯ] — [/,*4 £]>

Оператор Д называется ./-самосопряженным, если А — Д. В дальнейшем под /-неотрицательным оператором понимается /-самосопряженный оператор, удовлетворяющий условию С^(Д).Пусть Д—/-неотрицательный оператор с непустым резольвентным множеством, спектральная функция которого регулярна на бесконечности. Тогда, как известно (5), оператор Д имеет спектральное 
разложение: Д=5ф | 195



При этом резольвента (Д —г/)՜1 представима в виде
— ОО

егралгде [/V)/,/] —неубывающая функция такая, что при любом сходится инт
2. Дальше, всюду предполагается, что спектральная функция Е('/) оператора А регулярна на бесконечности.Лемма 1. Пусть А —непрерывно обратимым, ^неотрицатель

ный оператор, К֊любой } -неотрицательный ограниченный опера- 
тор и А=АА-К.

Тогда оператор А также непрерывно обратимый оператор.Лемма 2. Пусть А есть ./-неотрицательный непрерывно об-оо сс
ратимый оператор, аД • , ?,• ]<р6 (а,>0, £ Пнеотрица-

Iя 1 I — 1
тельный ядерный оператор и А = А-\-К.. 

п
Положим Д0 = Д, Лл = Л+2а,[ • ,<?<•]?/ = Л+ /<„ (п=1,2................).

Iв 1
Пусть (к) (л=1, 2, . . ) и /?(Х) являются спектральными

функциями операторов Ап и А (Е(0)(а) = 2:(а)) соответственно.

Тогда ||Е(п>(0) — У5Г(О)|| ->0 при п-+оо.Доказательство. Известно, что 1-2Е(п>(0) =

ОС> ОС1 р . ~ 1 р ~— I (Ап—1у) 'с/у\ 1—2Е(<д) = — I (Л— 1у)~1с/у. Отсюда получаемг и J
— ОО —ос

О02[Е("-(0)֊£(0)]=- Г [(Л֊։у)-1_(Дп-{у)-1^у =
71 и

— 30- (Дл-։у)-1(К„-К)(Д_4у)-1(/у+_1 ( [(Д-гу)-։_(Дп_/у)-1]й?уV <7|у|>а |у|<в (1)
где а>0—некоторое постоянное, определяемое ниже. Так как (см. (5))||(Д—։у)֊1|| -7—, ||Кл||^М (и=1, 2,) и при <1 имеем|у| |у|разложение (Дл—1у)-1 = (А+Кл—гу)֊1=(Д—ду)՜1 £ [КЛ(Д— /у)՜1]՞՛. то 

т — О 9Л/при |у|>2/ИМ будем иметь ||(ДЯ—/у)_1||^2||(Л—-— (п=1,2...) |у|-Поскольку согласно лемме 1 ||(Д — гу)՜1!! < —, то при <т = 2Л1;У пер- Ы196



вый интеграл в равенстве (1) имеет оценку: 1 (Л—Zy)-J(K,,—/0 X2 ։у|>лХ(А —/у) 1 /у|| — ЛгЛ/'1 ||Кл— К|| у ֊. Второй интеграл в (1) оце-|у|>днивается как в работе (в).3. Пусть А есть /-неотрицательный непрерывно обратимый оператор, ЯГ—/-неотрицательный ядерный оператор и А = А±К.Составим определитель возмущения:△л/д(г) = бе1(Л-г/)(Л֊г/)-1 = det(/+tf(A— г/)֊1).Очевидно, что Дд/л(г) = ДлМ(г). Учитывая, что ||(А—z/)՜1^——, |Imz| ’ как и в работе (7), получим
_ /УЦКЦ1 Л|К||1

е iImz> <|Дд/л(г)|^ , (2)где HKIIi—ядерная норма оператора ЯГ.Из (2) следует, что имеет смысл функция 1пДдМ(г), у которой можно выбрать внутри верхней полуплоскости (Imz>0) однозначную ветвь, стремящуюся к нулю при Imz֊>oo.Если К=а[ • ,<р]?, а>0, ||<?|| = 1, то Д(г) = Дд7л(г)= 1+а[/?2(А)ср,ср].В работе (3) установлено, что существует функция Цл) = ;(Х, Л,
НГ Ос

A)^LX(—оо, оо) такая, что 1пАд/д(г) = I --------, причем I Цк)^Х=а[«, ф].J X—zАргумент Дл/д(^) выбирается так, что — TC<argA(z)<V При этомп. в. ;(/.) =— lim arg △д/д(М֊^)- тс тдоЛемма 3. Пусть А—J-положительный оператор с регуляр

ной спектральной функцией Е(к) и Л = Л-|-а| • ,
ос֊

Тогда имеет место следующая оценка՝. |$(л)|^/.<а(1т-2||/—£(0)|Г2). к/ — ООЗамечание. В условиях леммы 3 оператор 5=0 и £(֊р0) == £( —0). По определении положим £(0) = £Г(—о)-Доказательство. Рассмотрим оператор Лх = Л4-а[ •, ?2]?2, ?2 = (^~-^(0))4> и составим определитель возмущений: —Дд։/д(г) == 1+*[АЧА )<р2, <р2].
Как и в работе (4), будем иметь

— оо

причем
почти всюду Cj(a) = — lim arg △1(Х—|—Ztj). Отсюда следует, что ;г(?֊) —0 ТС Tj ioпри А<0 и ЦХ)>0 при А>0. Обозначим граничные значения Л(л'+/у) (^i(x-|֊Zy)) при у ! 0 через Д(х) (AJx)). 197



Так как Д(г) = 14-а о•</[£(>.)?!,?г]</[ £'('֊)»- <p
*

— ОС о

где ^ = £(0)® и 2’ , то при х>0 будем иметь:
о

Im Д(х) = 1шА1(х), оReA(x) = ReA1(x) + ?il >ReAi(x)J X—x— ooПоскольку при х>0, 1тД(х)^0, то arg А(х) почти всюду О^ЦХ)=^с1(Х) при Х>0.
a||/-£(0)||2. Так как

о 
о

0

TO

осI £(X)dX
оООС f1(X)^.^a(l + ||/-£'(0)||2). Следовательноо

о |Н(Х)|Л.= f
ОО+ рт^(1+2||/-^(0)ц։). о Лемма 3 доказана.Теорема 1. Пусть Д есть ^неотрицательный непрерывно 

обратимый оператор с регулярной спектральной функцией на 
бесконечности, К есть Т-не отрицательный ядерный оператор и 
А = А + К.

Тогда существует функция ^к) — Ц)^А, А )^А1(— оо,оо) такая, что

1пАд/д(г) = S(X)dXX—z
(3)

причем I £(Х)г/Х = зрК.
Функция Е(Х) для почти всех 'к определяется формулой<(>•) = — llm arg Дд7д(/.4-։\). it т) ;оЗаметим, что если отбросить требование непрерывной обратимости, то теорема 1 становится неверной (3).Доказательство. Пусть К = 2 ?/[ •,?/]?/, ||<р/||~ 1 и

I — 1
пУ Введем обозначения: Ао—А, Дя = Л-‘֊2: «/[ • . ?/]’?/՛—Л4֊КЯ <-1 1-1

(п= 1, 2, . . ).198



Пусть (£<°)(л) _ £(/.)) и £().) являютсяспектральными функциями операторов АПоскольку А/—А,

соответственно
то существуетфункция «,(>.) = ?/(/., Л/։ Д/.ОС^-оо, (50) такая, что 1пДл//л/_1(г)=

3 >•—г• V •
— ОС

АпСогласно лемме 3 Г |5/(>֊)|Л<а,(1+2||/—£</-0(0)||2.
— ООИз лемм 1 и 2 следует существование числа Л1 такого, что1+2||/-£(/֊»(0)||’<М (У=1, 2, '

ееТаким образом, в условиях теоремы 1 ряд V | ;/().) сходится.
Так как ДдлМ(г) = бе! (7+Кп/?ДД)) ддя/л(г)^е!(/+#/?ДД))=ДдМ(г). ядернои норме, то

С другой стороны 1пД.4пм (г) = , б/л. Поэтом}' при /г->оо
1пЛЛл/Д , где £(М=2 ;;(Х), причем этот ряд схо
дится абсолютно в Ах(—оо, оо). Кроме того

•° со. С$(Х)</).= 2 (\(л)Л = V аД^., <р,] = зрА'. м /■*։</ / —!•
— ОО  ЭОПоследнее утверждение теоремы следует из представления (3).Теперь, используя теорему 1, как и в работе (2), устанавливается, что формула следов

зр{Ф(Д)֊Ф(Д)} = (4)
справедлива для любой рациональной ункции Ф(>.) с полюсами,

С

л

п

Ф'(к)^(к)бГ/.
принадлежащими пересечению резольвентных множеств операторов Л, Д и имеющими на бесконечности плюс не выше первого порядка-Более того, рассуждая так, как в работе (7), можно доказать следующую теорему:Теорема 2. Пусть А—непрерывно обратимый, ^неотрица
тельный оператор с регулярной спектральной функцией на беско- 
нечности, К есть ./-неотрицательный ядерный оператор и Д =Д֊ТЛ.

Тогда формула следов (4) имеет место для любой комплексно- 
значной непрерывно дифференцируемой функции Ф(а) такой, что199



ПР

Ф(а)= 1 где
— ОО

ОС

У и < оо.
— ООВ заключение выражаю благодарность М. Г. Крейну за обсуждение результатов работы.
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Ռ. Վ. 2ԱԿՈՐՅԱՆՀետքերի բանաձևը յ֊ոշ բացասական о ւդերատորների համար միջուկայինդրդոումների դեւդքում
Աջխ ա տ ան քում արտ ածվում է հետքերի բանաձևը վ֊ոչ բացասական

օպերատորների համար միջուկային գրգռումների գեպքում։ 
Ապա ցուցվում է հետևյալ թեորեմը'Դիցուք Д-ն У-ոչ բացասակւսն օպերատոր Ь, ոբի սպեկտրալ չաւիը

Ո եցուլյւսր Լ անվերջությունում և ունի սւսհմանափակ հակադարձ, /Հ-ն վ-ոչ բացասական միջուկային օպերւսւոոր Լ և А = А-\֊К- Այդ դեպքում (4) բանաձևը ւոեդի ունի ցանկացած
օօФ('л) = I ем ժս)(/)

տեսքի ֆունկցիայի համար, որտեդ'
ОГ

յ 11 | | (Խ(է) | <Հօ©. 

— օօ
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