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Об особенностях решений системы сингулярных 
интегральных уравнений плоской теории упругости 

при заданных на границе напряжениях

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 29/ХП 1982)

В настоящей работе получена асимптотика решений системы син­
гулярных интегральных уравнений, порожденной системой Ламе для 
внешней области в окрестности угловых точек контура плоской облас­
ти, когда на контуре заданы напряжения. Асимптотика решений сис­
темы, сопряженной к рассматриваемой, получена в (’).

Полученные формулы для асимптотики решений могут быть ис­
пользованы при численной реализации решений рассматриваемой сис­
темы интегральных уравнений, как это сделано в (2).

Для определения асимптотики применяется метод, использован­
ный в (3) для определения асимптотики решений интегральных урав­
нений теории логарифмического потенциала со смешанными краевыми 
условиями.

Пусть № простая замкнутая кусочно-гладкая кривая с конеч­
ным числом угловых точек р2, ..., рт. Обозначим через ог­
раниченную область, расположенную внутри, а через область, 
внешнюю по отношению к №. Раствор угла между полукасательны­
ми в точке Р) со стороны области обозначим через 2а/. Допус­
тим, что 0<^х/<к при /=1, 2, ... т.

Рассмотрим плоскую задачу теории упругости в перемещениях:

Т(дх, на д&\ир^ (1)

—♦ '■
где /г —гладкая на замкнутых дугах р1р2, ... рт֊\Рт, РтРг вектор- 
{)ункция.

Решение задачи (1) будем искать с помощью 
ругого потенциала простого слоя (4)

(И-)(*) = յ Г(х—у)ф(у)</у$.

Ժ2

обобщенного уп-

(2)

Учитывая граничные свойства операции Г(дх, п.) от потенциала 
(2) и граничное условие задачи (1), для вектор-функции •{> получим 
систему сингулярных интегральных уравнений (5)
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—Ф(х)+ ^(у)Т(ду, п)Г(х, у)б/'ух=Л(х), х£д&\ир/, 
.) I

д<2
(3)

разрешимость которой в весовых классах Гёльдера исследована в (в). 
Пусть гН') —решение задачи

Лт/^=0в2^\ на (4)
_ • 
Ввиду непрерывности предельных значений обобщенного упру­

гого потенциала простого слоя и в силу формулы скачка для предель­
ных значении оператора напряжений от потенциала (2) имеем

2ф=Г(<?х, п)у^-Цд п)ъ(е). (5)
Асимптотика решений системы интегральных уравнений (3) 

вблизи угловой точки Р] выводится из равенства (5).
Предположим, что вблизи точки р) область совпадает с сек­

тором {хх+1х2=ге1\ 0<р<Л —а<^0<Лх}.

Пусть 0<а<—. Решения задач (1) и (4) при р->0 имеют

асимптотику

(6)

^(0—'и^)(0)~е?Срх 81п(Хц— 1)(тс — а)
51п(Хц 4֊ 1 )(к— а)

з!п (Хы ֊1֊ 1)0—$1п(Хй— 1)01+и

+ «9՝'։Срх4՜ —о/՞ С05(к“+ 1)6+со8(ка —1)0
I СО5(А„+1)(-—а)

(7)

где обозначения констант совпадают с принятыми в (։).
Отсюда и из (5) получим

^-рКи-1[ +2|А^±н(^и+1)(1 —^2)]81п(Х„ —1)0—а) +

+ёг,С —рА“-1[ — 2^и>։—1)(1—''։)]соз(Хи—!)(-—а), (8)

где верхние знаки соответствуют лучу 0=-—а, а нижние—лучу 0 = 
= (к—а).

Следуя (՛), применяя формулу Бетти по области □<0 = О</)р|у— 
х|>£ при х=р; и е—>0 к вектор-функциям 'цМ—^(0(0) и где 

;(О_решение задачи

А?') = 0 в 2<+ ;о) = о на д<2\рь (9)

имеющее асимптотику 

з 1п (>„ +1)(——а) 
51п(Хц—1 )(т7—а)

з!п(Хи — 1)0 + 81п(Хи+ 1)0 } + 

СО5(Ха-Ц)(7Г а)С03(Хц_1 )0 + сО5()1и+1 )е
СОБ(Аи—])(к—а)

+ О(рх). (Ю)
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для постоянной С с учетом (4) получаем следующую формулу:

С=-к֊' С(цу 

02
_ > а. *

Введем решение в области 2Ю решением задачи

Аг^=0 в Т(дх, п)г^-=Т(дх, /гр) на (12)

где п— нормаль, внешняя по отношению к □<*’>.
Покажем, что задача (12) имеет исчезающее на бесконечности 

решение, имеющее вблизи точки р7- асимптотику

^) = ^р-֊х«{-Л151п(Хи-1)9+Л351п(ли+1)е}4-

-+-ебр~^{Дсо8(Х«—1)94-72Д3со8(Хи+1)9}+0(1), (13)

где постоянные и А3 однозначно определяются из системы

Л^пр-ц —1)а —Лд-" -1 81п(Ха + 1)а= — -- !- 81п(лц-|-1)(-—?) 
х-|—/>Ц X—|-Ли

Л1СО8().«—1)а—Л3 * со8(Лц-|- 1)а = —1-соз(ли + 1)(~— а). (14)

Обозначим через / и g первые слагаемые в правых частях век- 
тор-функций (10) и (13) соответственно. Можно показать, что

1
д/1дп=дё1дп на Г вблизи точки

Введем ,срезку“-функцию у из 6^(0, оо): 7/=1 при р<<$ и ?}=
—♦ —♦ —► —►

= 0 при р>25. Положим, что 9, где 9—решение задачи

Л0 = ]1{2?£у7)+£Дти} + (Х+|х)7{7)(11У5' + (£- • ?7))} вй(г|,

Т(дл, п)в~Т(дл, л)(^ — на д2\р,.

Построенная таким образом вектор-функция
—>
2<е) единственная с

точностью до постоянного слагаемого, однако она может иметь лога­
рифмический рост на бесконечности. Покажем, что в действитель­
ности такого роста нет.

Обозначим через ;^) и 7е(б) части окружности *;е, радиуса £, с 
центром в точке расположенные в й{‘) и соответственно, где 

малое число. Пусть угол в точке образуется прямолинейными 
отрезками о;(/=1,2), являющимися радиусами окружности ^г. Обоз- 

2
начим еще Г։ = дФ\и5у и -р.—окружность достаточно большого 

/-1
радиуса /?, внутри которого расположена 60. Из условия равновесия 
области, заключенной между Геит<։) и 7/?, следует, что

| 7\дУ1 п)г(е)с1з= Т(ду,—п)г{(}йз=

гУи^) Гг
Г(6У,-/г)г^8 + Т(ду—п)г^с1з. 

7^)

В силу (2.12)
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Т(ду, | Т(ду, Т(ду֊п)^с1з. (15)

7/? Г« 7<«)

Учитывая, что на 7<е> имеем

Т(дх,— п)г^= Т(дх,—«)^+О(рк“՜'),
(2.15) принимает вид

^Г(ду, л)2<^$ = Г(ду, л);(0^$֊р Т(ду,—п)£с18+О(охи). (16)

7 R Ге ?(*)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что

I Т(ду,п}£(1$ = Г Т(ду, п)/а5^=—е^-К з1п(>„— 1)(к—я).
и Л (*«—1)(х+М

у(е) 7(')
е е

Поэтому (2.16) записывается так:

Т(ду, п)г^с1з= Т(ду, п)У^8-\- Т(ду, п)/с1$ 4֊О(рх«), (17)

7/? Ге 7(0е

следовательно

Т(ду, 11)2^(18 = я)7։)£/$-гО(рха) = О(рли),

г.и^)
Поэтому на бесконечности вектор-функция 2^ стремится к пос­

тоянной. которую можно положить равной нулю.
Выразим формулу (И) через граничное значение исходной за­

дачи (1). Учитывая (6), (7) и (12),

—С£2 = [^)-^)(0)]Г(^, я)г^ + О(р1֊ка).

Г.ит(«)

(18)

Применяя формулу Бетти к вектор-функциям т/*)—т/е)(0) и
в двусвязной области, ограниченной и Г,ит£*\ получим равенство, 
которое преобразует (18) к виду

—С^2=—у [т/И—^(0)]7\ду, 2^Т(дУ1 пуи^ск-Ь-

7 R тр

4- г^Т(дуу п),и(е)^5+О(р1“х").

Геи-((^

Переходя в этом выражении к пределу при /?-*оо и е—>0 и ис­
пользуя при этом выражения (6) и (13), замечаем, что интегралы по 
7/г и стремятся к нулю.
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Поэтому, учитывая (1), окончательно получаем

С=—
д՝2

Решения задач (1) и (4) имеют

асимптотику

^(^)—тН')(0)~ерЯрхЛ— * (1 — >!) *—— соз(Х/+1 )94-со8()/— 1 )о]. +
I 2Х/ соз(Х/+1)а |

(1—'■'1)^֊—— 81п(Х/+1)0Ч->15։п(Х/— 1)о], у1= ^±2±։ (19)
I 2'-/ С03(А/4֊1)а ] X—а,

г'(г)(0)~еРгЛ{Я2СО5(Х/+1 )0-|֊£4со5(/֊/— 1 )0}

—5281п(Л/+1 )94-^В451п(Л/—1)0},

• —(~—а)<Г0^>—а, (20)
где 

соз(Х/— 1 )а
СО5(ЛН՜ 1 )а

81п(^+1)-Н-хз1п[-(Л/ 4֊ 1)—2а)./] —

2 2)./

соб()՝/ —

а обозначения констант совпадают с принятыми в (2). 
Подставляя (19) и (20) в (5), получаем

Ьв0[—2|1Х/^281п(Х/4-1)(1г—а)—В4р(Л/—1)(1—>1)з1п(Х/—1)("—а) — 

-2|1к/(Х/-1)(х-Х)֊։//81п(Х/֊- 1)а-иЯ(Х/-1)(1->1)81п(Х/-1)а)}.

Здесь плюс соответствует лучу 0 = —а, а минус — лучу 0 = а. 
Постоянная Н определяется аналогично предыдущему случаю:

:(*) • /г^5, (21)
да

где —решение задачи

Д;^)=0 в Т(ду, ^ );(*) = 0 на

имеющее асимптотику
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В (И) и (21) £2 и константы, зависящие от упругих постояв֊ 
ных и величины угла области.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса

Ս. Ս. 9.ԱՐԳԱՐՅԱՆ
9

Առաձգականության տեսության հարթ խնդրի սինգուլյար ինտեգրալ 
հավասարում ների համակարգի լուծման եզակիությունների որոշումը 

եզրում տված լարումների դեպքում

Առա ձդա կ ան ո ւթ յ ան տ ես ութ յան հարթ խնդրի լուծ մ ան համ ար դի տ ա րկ- 
I

վում է Լա մ ե ի հավասարումներից ստացված սինգոլլյար ինտեդրալ հավա­
սարումների համ ակարգը անկյուններ ունեցող արտաքին տիրույթի դեպքում։ 

Դիտարկվող համակարգի լուծում ր կառուցելու համար անհրաժեշտ է 
իմանալ նրանց վարքագիծր եզրի անկյունային կետերի շրջա կա յքո ւմ (՜ ) ։

♦ 

ձոդվածր նվիրված է նշված համակարգի եզակիությունների որոշմանր։
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