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1. Постановка задачи и некоторые вспомогательные леммы. В ра­
боте дается эффективный метод решения смешанной задачи для урав­
нения Лапласа в бесконечных многосвязных областях.

Пусть □ бесконечная область, ограниченная сферами 52,
и эти сферы не имеют общих точек. Обозначим их центры че­

рез Рп .. Рл, а радиусы через гп гп.
Смешанная задача. Найти в области В решение и(Р) 

уравнения Лапласа

д2и
дх2

д2 и , д2и
ду2 дг2

= 0, (1)

стремящееся к нулю при Р—>ос и удовлетворяющее граничным ус­
ловиям:

/>€•$/> т, (2)
ди(Р\ >
֊֊֊=Л(^ Р^1 ] = т+\,...,п, (3)
дN

где /ДР)— заданные непрерывные функции в 5/, а /V—внутренняя 
нормаль к границе 5/ в точке Р£5;.

Известно, что смешанная задача (1) — (3) сводится к решению 
сингулярных интегральных уравнений (*'2).

В настоящей работе поставленная задача приводится к решению 
уравнения Фредгольма второго рода с бесконечно дифференцируемым 
ядром и указываются условия на расположение сфер, при которых 
полученное уравнение можно решить методом последовательных при­
ближений. Обозначим через Грс^ расстояние между точками Р и 
Справедливы следующие леммы.

Лемма 1. Если функция и(Р) гармонична в таре с радиусом 
г0 и центром Ро и удовлетворяет оценке

и(Р)<т(Р) при Грр,<г0, (4)
где у(Р) гармонична в том же шаре, то

^гас1а(Р)|Р_Р։,< 3^(Р0) 
го

(5)
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Лемма 2. Если и(Р) гармонична вне шара с центром Ро и 
радиусом г0 и «(оо) = 0, то

^гад«(Р)|< Зг0 тах|м( С?)|.
<?е$ (6)

Пусть 5 и о—сферические поверхности с центрами Р0(х0, у0, г0> 
и Оо(՝о’ ^о» *о) и радиусами г0 и /?0, а £> и С—бесконечные области, 
ограниченные сферами 5 и а соответственно.

В области Р и б соответственно рассмотрим внешние задачи 
Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа:

д2у д2ъ д2<о
дх2 ду2 дг2 (7)

^(оо)=0, т>(Р)=/(Р), Р£5,
д2и
дх2

д2и , д2и
ду2 дг2

=-0, Р&,

/г(оо)=0, ——=ё(р). р&. дЫ

(8)

(9)

(Ю)

Как известно, решение задачи (7) —(8) определяется формулой 
Пуассона (2)

г>(Р)= -Д-ГР(Ш. (11)
4-г и грр

5
Лемма 3. Решение задачи (9)—(10) дается формулой

и(Р) = и0(Р֊Р01 (12)
где

Роъ(^х, 1у, /г)
"о(^) = ֊ о» (13)

0— начало координат, -и(Р)—решение задачи (7)—(8) при г0=Ро 
/(Р)=ё(Р+(М, ^0=0.

Если Р=Р(х, у, г), Р0=Р0(х0, у0, г0), то через
Р~Р0 и Р+<?0 обозначим точки с координатами (х — х0, у—у0, г—г0) 
и (■^“Н^о» У՜!՜^» г4"^о)*

Лемма 4. Решения 'и(Р) и и(Р) задач (7) —(8) и (9) —(10) со­
ответственно удовлетворяют оценкам

v(P^^lfl Р^о, (14)
РРо

|8гас1«(Р)|<----- --------------ЦЛ РСД (15)
Грра(грр.—Го)

||«(Р) к — и. Р^о> (16>՜
ГР(Ъ

163



1егаё«(Р)|<----- --------------И, ^0, (17)
гро.(гр<г- г0)

где ||/( и ||^|—норма функций. ДР) и ДР) в пространстве С:

||/=тах|/(Р)|, И =тах|£(Р)|. (18)

2. Исследование задачи (1) — (3). Обозначим через £)л—
внешность шаров, ограниченных сферами Зр ..8п соответственно. 
Как известно (2), гармоническая в области О функция представляет­
ся в виде

и(Р)= V нЛ(Р), 
А —1

(19)

где Да(Р) —гармоническая функция в области /Л, м*(оо) = 0.
Подставляя представление (19) в граничные условия (2) и (3), 

получим:
л
2 %(Р) =/;(Р), Р&, т,

՝ А— 1

2^֊֊֊=Ж ) = т+\,..,п.
"1 дЫ

Обозначим

иДР) = ё 1>(Р) > Р(Дк, й=\,...,т.

(20)

(21)

(22)

(23)
диДР) 

дЫ
Р^к, й = т+ 1, .... п.= ёк(Р),

Согласно формулам (11) и (13) гармонические функции иь(Р) 
определяются через £>(Р) формулами 

I
«*( Р) = 4^71 ] М Г'Рг^'* = 1................... (24)

ГкЪМх—Хк), Цу—ук), 1(г—2к))
п;

(25) 
где

^(Р)=_Ь
4^Га

^~՜ • ^(<2+РлМ5’о, Р№, * = т+1,.

ак
(26) 

а* —сфера с центром 0 и радиуса га, <7а—бесконечная область, огра­
ниченная а^. . .

Пусть gk(P) функция на 3=3ги . .. и$л, совпадающая в За с
функцией #ДР) и ||^||=тах|^(Р)|. При обозначениях (22)—(23) гра-

ничные условия (20)—(21) можно записать в виде 
л

Я(Р)+2 «/(Р)=Л(Р), Р€5», А = 1,..„ т, (27)
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£(/>)
ди/(Р) 

дМ
=Л(Р) (28)

где И/(Р) определяются формулами (24) при у = 1, . . рормула-
ми (25) при /*=/п+1, . . п.

Обозначим через /<(#) оператор, который каждой непрерывной
иа 5 функции ё(Р) сопоставляет непрерывную в 5 функцию Ф(Р) 
по формуле

п
К^)=Ф(Р) =֊'՝', ик(Р) при РС 5/ У=1, . . т՛, (29)

ОД=Ф(Р)=֊2 дик\Р} при Р /=т+1......... п. (30)

При этих обозначениях уравнения (27) —(28) можно записать в
виде

^(^) = М^)+/(Р), Р&,
где /(7))=Л(Р) при Р£8к, 6=1,..., п.

Используя леммы 1—4, получим следующие оценки:

|Ф(Р)|^Ш Р^, (/•= 1,..п)

(31)

(32)
где

у = /м + 1, .... п.

Следовательно, 

|К(£)|<тах(₽1, ₽ ?л) - И. ИКтах(Р1......?») (35)

£ = т-]-1,. . п,

т и 3£

Уравнение (31) является интегральным уравнением с бесконечно 
дифференцируемым ядром на 5.

Если 3*<Ч, 6=1,2,..., п, то норма оператора К меньше еди­
ницы, и следовательно, в этом случае метод последовательных приб­
лижений применим к решению интегрального уравнения (31). Реше- 

<х-
ние уравнения (31) пишется в виде ряда #(Р)=^где

п-0

/<(<։)—«-тая итерация оператора 
Ясно, что если расстояние между центрами с ер

сравнению с радиусами достаточно большое, то норма оператора 
по
К

всегда меньше 1.

Ереванским политехнический 
нм. К. Маркса
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Ն. Ь. ԹՈՎՄԱՍՅԱՆ, Լ. Ա. ԱՂԱՍՑԱՆԼաւդ լա սի հավասարման խառը խնդրի լուծումը համար անվերջ ըադմակապ տիրույթներումհաջորդական մոտավորությունների մեթոդով
'Ւիցու ք [)֊ն անվերջ տիրույթ է, հմ ան ա փակված է Տ

գնգաքին մակերեու լթներով, (^"ք- որում ա լդ մ ակե րևոլլթնե րը ընդհանոլ ր կեսւեր 
չունեն։ ՝1՝ննա րկված է հե տևլա լ խնդիրը: Գտնել ի) տիրույթում Լա պլա и ի հա֊

ասարման и(Р) լուծոլ յմ աններին՝^(օօ) = 0
И(Р)=/(Р), ԲՀՏ/, յ=\.............Ш.

ди
Զ ~քյ(.^Ն յ 4՜ 1, .. .»Ժ/У

որտեղ /, Տյ վ[1,ս տրված անընդհատ 
կետում արտաքին նորմալն էւ

ֆունկցիաներ են, իսկ ^Ը Р^,

ներկա աշխատանքում այս Ւյնդիրր բերվում է Ֆրեդհոլմի երկրորդ սեռի 
հավասարման, որի կորիզը անվերջ դիֆերենցելի է։ Նշված են պայմաններ 
այզ զնդային մ ակերեույթների դասավորության համար, որոնց դեպքում 
ստացված .ավասարումը կարելի է լուծել հաջորդական մոտավորություն­
ների եղանակով։
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